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و بق لل ٠‏ 





قم الرّياضيّات الأدوات لنمذجة الظواهر وللتنبو بالنتائ» وخصوصاً في مجالات 
لعلوم التجربية ولتقانية؛ وذلك لأنها تيح تطوير العديد من عناصر المعرفة. فهي تتغذّى 
على المسائل التي تنشأ من السعي وراء تحقيق فهم أفضل للعالم المحيط بنا. كما إن 
تطورها مرتبط في الوقت نفسه؛ وإلى معي رائرة الإنسان على استكشاف المفاهيم 
النطرية لسن 

ونجد في تاريخ البشريّة نقاطا مضيئة تشير إلى قدرة الإنسان على اصطناع 
الأدوات التي تتيح له تحقيق فهم أفضل للعالم المحيط به؛ وتسمح له أن يكون مؤثرا تأثيرا 
أكثر فعاليّة في محيطه. منذ البدء كانت الرياضيّات؛ إلى جانب اللغة» واحدة من الحوامل 
الرئيسة للجهد الذي بذله الإنسان في وضع المفاهيم الأساسيّة. لذلك يُنتظر من طلابنا في 
نهاية مرحلة دراستهم ما قبل الجامعيّة» أن يكونوا قد اكتسبوا المبادئ الأساسيّة للتفكير 
الرياضياتي» وهي تعتمد على كم معرفي جيّد ودراية بطرائق حل المسائل» وبأساليب 
لبرهان المعتيد على الاستنتاج المنطقي؛ دون أن يكون ذلك بالضرورة مقترنا بدراسة ما 
يُعرّق باسم المنطق الرتياضي. 

تحتفظ الرياضيّات بعلاقات وثيقة مع العلوم الأخرى والتقانة إذ تتيح لغة 
الرّياضيّات وصف ظواهر الطبيعة ونمذجتهاء وهي تتمايز عنها لأنْ الرياضيّات تؤلف 
جد انبا نه ٠‏ 1 خم يشل 

ويحتلٌ الإثبات المعتَيدُ على الاستنتاج الرياضي موقعاً أساسياً في الرياضيّات, إِذْ لا 
يكفى_الثيقن. من. صحّة الخواص” اعتماداً على .بعض الأمثلة. يقود «تعليم الرئياضيات 








وتعلمها الطّلآب إلى تذوق ذلك الشعور الرائع الذي يشعر به المرء عند إثبات صحة 
قضيّة بالبرهان القاطع اعتماداً على المناقشة المنطقيّة. مُمارسة الرياضيّات هي امتلاك 
ناصيتها اعتمادا على الخيال والبحثء والتحسٌس والاستكشاف والشعور بمتعة الاكتشاف. 
وحل المسائل بدقة ومنطق. 

لقد سعينا في هذا الكتاب» إلى تقديم أداة تعليم للرياضيّات» يمكن أن تدنْتعمّل أيضاً 
وفي الوقت ذاتهء أداة تعلم ذاتي. ننصح أن 5 الكتاب أداة العمل الرئيسة» فتجري 
راي قشر اك الدرس من الكذايه بر متافقية الطلاي فى افدرى اها يترا بحيف بودي 
المُدرس دور مدير الحوار والنقاش الذي من المفترض أن يُوْدَي إلى فهم أعمق للترس. 
وباي الشل كن رياف ى بشم ارس , 

ولمًا كان تعلم طرائق الاستكشاف والبحث هدفاً أساسيّآً من أهدافناء فقد زودنا كل 
بحث بعدد من المسائل والتمرينات التي جرى فيها توجيه تفكير الطالب نحو الحلء آملين 
تمكين الطالب من طرائق التفكير العلميّ التي يفيده اتباعُها أي كانت أنماط المسائل التي 
تواجهه مستقياة . 

وأخيراء نرجو من الزملاء المدرّسين ومن الأعزّاء الطلاب أن يزوّدونا بأي 
ملاحظة أو انتقادٍ بتاءين على فحوى أو طرائق هذا الكتاب حتى تؤخذ في الحسبان. 


المعدذّو نل 
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0 ايعاد الحقيقيّة وخواضها إل 
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(ل© مجموعات الأعداد 

©© العبامرات الجرية 

6 المعادلات الجبرية 

© الترتيب يغ جموعةالأعداد الحقيميّة 





قبل حوالي ستة آلاف سنة» بدأ 
المزارعون في بابل في بلاد الرّافدين 
باستعمال الرموز لتسجيل اتفاقاتهم 
وتعاملاتهم التجارية على سجلات من 





الصلصال. 
وكانت لديهم رموز مختلفة للتعبير عن 
أشياء مختلفة. 


فربّما كان الشكل البيضوي يرمز إلى كيس من القمح 





ع0 
- 
0 





وربما كانت الدائرة ترمز إلى جرةٍ من زيت الزيتون. 
مع تطور الأدوات بدأ البابليون باستعمال د 1 00 
فكتبوا 1 دلالة على العدد 1» وكتبوا !1 دلالة على العدد 2» و]!1 
على العدد 3: و1111 على العدد 4؛ وهكذا... وعندما وصلوا إلى 
العدد 10 أداروا الرمز وكتبوه )>. ولمّا وصلوا إلى العدد 60 قلبوا 
الرمز محدّدا 0" 0 العدد 99. فكانوا يكتبونه كالآتي : 
ممه | 
9 30 60 





مقدّمةف الأعداد الْحقَيقَيَة وخواضها 
6 جر عات الاعراد 


© تعارينم 


© نرمز إلى مجموعة الأعداد الطبيعيّة بالرّمز 71 وهي تشمل الأعداد : 

اج لو 01 لليدرة 1ر0 ا 
يَعْدٌ العددُ الطبيعي الأشياء ضمن مجموعة:» فهو 0 إذا لم يكن لدينا أيّ شيءء وهو 1 إذا كان لدينا 
شيءٌ واحدٌّء و2 إذا كان لدينا شيئان» وهكذا .... 





تحوي هذه المجموعة مره الأعداد الأوليّة لجا 1 رقرة,12 00 التي درستها اه 


© نرمز إلى مجموعة الأعداد الصحيحة بالرّمز 7 وهي تشمل الأعداد : 
2,3,1 ,0,1 ب1- ,2 ,3 ...1 


مسبوق بإشارة. 





5 4 3 2 1 0 1د 2 ا 3د 4 


وهي تحوي العديد من المجموعات الجزئيّة الشهيرة» مثل مجموعة الأعداد الصحيحة الزوجيّة. 
ومجموعة الأعداد الصحيحة الفرديّة» ومجموعة الأعداد الصحيحة السالبة. 


© نرمز إلى مجموعة الأعداد العشريّة بالرّمز 1 وهي الأعداد التي تنتج من قسمة عدد صحيح على 
قوّة للعدد 10» أي تلك الأعداد التي يمُكن كتابتها بالصيغة ل حيث م عددٌ صحيح و عددُ 
١‏ م10 


2 - 
طبيعي. يُكتب كل عدد من هذه الأعداد ”كتابة عشريّة“ مكونة من جزء صحيحء وفاصلة» وجزء 


- 8310034 


نبت ' نسحل 10 


0 








© نرمز إلى مجموعة الأعداد العاديّة بالرّمز © وهي الأعداد التي تنتج من قسمة عدد صحيح على 
عدد طبيعي موجب تماماء أي تلك الأعداد التي يمُكن كتابتها بالصيغة © حيث ه عددٌ صحيح و6 
عددٌ طبيعي لا يساوي 0. ونقول إِنّ هذه الكتابة مُختزلة أو إنها في أبسط صورة إذا كان العددان 0 
وة أوليّان فيما بينهماء أي إذا كان قاسمهما المشترك الأكبر مساويا 1. 

لكل عدد عاديّ غير عشري كتابة عشرية دوريّة غير منتهية» أي إنّ خاناته تتكرّر بدءأ من حد 
معرّن فمثلا : 


1-0 - ار 
220 


2 2 --- 


© وأخيرا نرمز إلى مجموعة الأعداد الحقيقيّة بالرمز 12 وهي تضم جميع الأعداد التي يمكن أن 
تكون قد رأيتها في دراستك السابقة» وتشمل جميع الأعداد العاديّة» وغير العاديّة مثل 1/2 وم و 
(05)117© وغيرها. 

يُوافق كل عدد حقيقي نقطة وحيدة على مستقيم مدراج؛ وبالعكسء. كل نقطة من مستقيم مدرّج 
#رافق عددا حقيقنًا وحيذا نسمته فاسلة .هذه التقطة . 


3 
0 0 1 417 





5 
689 مش 


ما العلاقة بين ا مجموعات العددية المختلفة ؟ 





© كل عددٍ عاديّ هو عددٌ حقيقي. نقول إن المجموعة‎ ٠ 
.© © 12 محتواة في المجموعة 18» ونرمز إلى ذلك بالرّمز‎ 
تذكر أن ”اح 2“ تقرأ : المجموعة 2 محتواة في‎ 
.7 المجموعة 1» وهذا يعني أنّ كل عنصر من 2 ينتمي أيضا إلى‎ 


2 3 ىد بن 9 5 3 0 3 سح .0 5 
0 كلع عر برض عادر اده يكنب بالكل احيت 0 من 72 و« من 7. نكتب إذن 





(0) - (ل[آا. 
. كن ع سبد كر كر صر تفنب ردن  [(‏ يك . 
: قل عر عر كر عه طبحم لفيا 0 - 11. 
إذن لدينا : 1*8 © © ح 1 ح 2 ح 11 . 





- 





كيف نعيّن طبيعة عددٍ مُعطىء, أي إلى أي مجموعات الأعداد ينتمي ؟ 
د نا 8 5 21 


ين طبيعة كل من“ الأعداد الآتبة : م 
ا - , ا 


لتعيين طبيعة عدد نبحث عن أصغر مجموعة من بين مجموعات الأعداد التي درسناها سابقا 
ينتمي إليها هذا العدد» وفي كثير من الحالات يكون من المناسب اختزال العدد مع المحافظة 
على قيمته الفعليّة (دون تقريب). 


21 006 3 


21 ' ' 
ه العدد 7ت . نلاحظ أ 7 ع 0.0375 ج -2-5-5555-9532 » فمه أذ" عد حة* 1 
560 - رع بعس مسد نهو أن - 








العدد 2 إلى ©. ولأن كتابته العشر يّة ...1.66666 - - دورية غير منتهية» فهو لا 
ينتمي إلى (1. 
32 ' 5 
العدد -- يساوي 8. فهو ينتمي إلى !1. 





فهو إذن عددن صحيح. 


ه العدد ‏ عنة حيقى غير عاد وهو من كد ينتمى أل أيّ من المجموعات 71 أو 2 أو (1. 
4 قحدوويه 


© بيّن الصَّمواب من الخطأ في المقولات التالية معلّلاً إجابتك : 
© كل كسر عشري هو عدة عادي. 
© مقلوب عددٍ عادي غير معدوم هو عددٌ عادي. 
© كل عددٍ صحيح هو عدد عشري. 
© مقلوب عددٍ عشري غير معدوم هو عددٌ عشري. 
خرن عور لنية, ابيا باهي : 








018 م 32- م 20م هه 15*25_ 
60 24 14 2 > 50 
للكسقا_ بن سن اق ري به .بن د 








© 
16 16 143 560 

















خاحة أساسية. أَيَاَ كانت الأعداد » وذ وء كان + (ه - 0+ 0)66. 


نشرٌ عبارة من الصيغة زه + م)ه هو تحويلها إلى مجموع الحدّين 00 ومو فمذاة : 
+ 2 ح ([1 + 2 )نه 
و 2+3 + ثيه د و - ثم - ق + يوق ح [ه - 1[)3+ به) 
ما تحليل العبارة ٠‏ + 40 إلى عوامل فهو الانتقال إلى الصيغة [ه + 4)5. فمثلا : 
(1 + 2) (1 - ©ه) + رهج - 2) (1 - ه) ع ر(نه)كل 
6 0 0 0 
[(1+ 2#) + (ه - 2-1())2) - 


زعدم) 0 


(3+-)1-هم) - 


9 تفيد مهارتا النشر والد لتحليل في ند تبسيط بعض الصيغ» وحل المعادلاات» وتعيين إشارة بعض 
المقادير كما سنرى. 





- فيو 
١‏ وه و وه 4 1 
من ط وأ وحم سشفيره 
4 44 


تفيد المتطابقات الشهيرة في نشر العبارات أو تحليلها إلى عواملء وأهمّها هي المتطابقات من الدرجة 
الثانية الآتية : 





لننشر المقدار “30 + 2). إن لهذا المقدار الصيغة “(5 + 4) إذ تؤدّي 28 دور 4» وتؤدذّي 37 دور 
6 إذن 
”نيو + رربه12 + تببه ع :(رية) + (2)22:()3 + 2:(2) - :(رية + :2) 





وكذلك تستعمل المتطابقات الشهيرة في التحليل إلى عوامل كما في المثال الآتي : 





لنحلل المقدار (1 )3 - (1-+ 2# + 2هم) - 4 . نكتب 
(3)6+1 -(1 +202 + *2ن) - 
(3)6+3 -24+1(2) - 
(2 -#©)(1 + #2 ) ح (3 -1 - #©)(1 + #©) - 








© حلل العبارة الآتية إلى جداء عوامل بسيطة: 


+1 + )5 + (2 + -) (1 + ه) - (3 + :ه1()2 + ه) - 


يي عند تحليل عبارة مكو من مجموع حدودء يمكن البدء بالبحث عن عامل م: مشترك بينها 
ل 


.و 


6 اخترن فى كاله 5- ع :مء العبارة التالية بعد أن تحلل البسط ا ل 
كك 


© أتبت أن 5- 6ل ول - 2 يُكتب بالشكل 87+ 0/3 حيث ٠‏ و5 عددان صحيحان. 


© أثبت أن [3/+ ولو + + [قل.- ولرة) دق عددٌ طبيعي. 
© أت صكة المتطاقات التكبييثة الاترة : 


63 ل 365 + 5كو3 + ثنى ع زم + م) 
6 - 355 + 5و3 - ثم ع *(م - م) 
(*86 + م - تن)(8 + ن) ع ةق ب 5ن 
(*8+ مع + :م)(م- ه) ع ةمق 5ن 


9 يسمح لمن د يحفظ هذه المتطابقات التكعيبيّة أن ب تيليا فى حل الخر ينات 


© أثبت أن العدد 6/2 -1/11 + 60/2 +11/ - ٠‏ عدد صحيح وعيّنه. 








© المعادلات الجسيية 


لنتأمّل العبارات الجبريّة : 


5 +25 ح كل 
(6-©)(4 +25) - زر 
نم لب “مج (ر) 


6 112+ ©بهو 6‏ ثن ح رز 
نسمّي كلا من الصيغ 4-0 أو828-60 أو0- © أو 2-0 أو ما يُمائلها مُعادلة جبريّة» ونسمّي 
المتداو ات 2 و المحاييل هذه سداد ولك ردن آي ينها طن امجدر عه منطاة حر البحظ فى 
هذه المجموعة عن قيم متغيّرات المعادلة. 


فكما تعلم» للمعادلة 0 -4 حل وحيدٌ في 12 هو 5- - د ولكن ليس لها حلول في 7. وللمعادلة 


ولاك ن. 


نقول إن المعادلتين 0 - 7 و0 - 7 متكافئتان إذا كانت لهما الحلول نفسها. وتقوم الطريقة العامّة 

في حل معادلة من الصيغة 0 - 78 على تطبيق تحويلات بسيطة متتالية عليها لإرجاعها إلى مُعادلة 

مُكافئة لها تكون أسهل حلا. وفيما يلي بعض هذه القواعد : 

عندما نجمع العدد نفسه إلى طرفي معادلة 0 2 أو نطرحه من طرفيهاء نحصل على معادلة 
جديدة مُكافئة لهاء أي لها حلول المعادلة 0 - 7 نفسها. 

© عندما نضرب بالعدد غير المعدوم نفسه طرفي معادلة» أو نقسم طرفيها عليه» نحصل على 
معادلة جديدة مكافئة لها. 

© إذاكانت 4 و2 عبارتين جبريتين. فإز المعادلة 0 - 48 تكافيه: 0 - 4 أو0 - 8 . ويمكن 
تعميم هذه الخاصة الى جداء ضرب ثلاث عبارات أو أكثر. 





نحل المعادلة 111-60 ما زتاحدض) نيدأ بحل كل من المعادلتين. .اعد قصب ون د اندي شل 
الأرك انض 2 د رياه رشن الثنية الع 211 جد وخواء إن العدوان الحنتان 215 1ك هها 
حلا المعادلة 0 - (11+-5()5 -2) أو جذراها. ومجموعة الحلول هي [11-,5! - 5. 








لحل المعادلة 0 - ه6 + تمو 5‏ 3 نبدأ بملاحظة أن 
(6 + ه5 - جوج ح برو6 + أروق - أبن 
(2()5-8 دهاج - 
إذن يكون © حلا للمعادلة 0 - 6# + ث5 - 8 إذا وفقط إذا كان حلا لإحدى المعالات 0 - م 


أو 2-0-# أو3-0-:. فمجموعة حلول المعادلة 0 ح به6 + ثبو5 - ده هي (10,2,3 - - ى. 





ليك 2 جديا جتن و حا نماض لد الممادلة ل ع عن سيان من المتطابقة شير : 
(6+ 5()4-»ه) ع ثق تن 
واشذكر أن إل ده فنكتب إعلد- ما زءلجم) - زعل)- ف فالمعادلة 0 دم 6:ج تكافئ 
0- إءل- مزل ها 


وحلول هذه الأخيرة هي /. أوء/.--» فمجموعة حلول المعادلة م - ”2ب هي علد ءل!. 





© حل المعادلات الآتية : 


© 216 (1-ه) © 5- [5قج+ه) 
© 2- (ه-2) © 11+1-0-هم)2- [1-ه) 
© 60-زة5-هه)1-ه)(ه-0) © 0- [1ج+ه)-(1جمها)ة 


ع 


5 3 د 5 
© ايت 1 دده هو حل للمعادلة 0ت سيروب أو فل جناك حل أخر + 





5 ل 
هو حل للمعادلة 2د 1ح توه هل هناك حل لخد © 





577 فى © العدد الذهبي. 


في الشكل. المجاور. 486 مثلث متساوي الساقينء والمثلثان. 486 و 628 
متشابهان» و [07] منصّف للزاوية 480/1 » و 80-1 . تيقن أنّ 40 -©6. 60 1 0 8 

















© الترتيب يذ جموعةالأعداد الحقيقية 


قولنا إنّ العدد :ه عددٌ حقيقي موجب تماما يعني أنّ * أكبر من الصفر ولا يساويه. فالكتابة 0 < نه 


تقرأ « موجب تمامأ»» أمَا الكتابة 0 < :ه فتعني أن * عددٌ موجب تماماً أو صفر. 
وفيما يأتي عندما نقول إن 2 عددٌ موجب فهذا يعني أن 0 < :ه. 


تقرأ الكتابة 5ل < هئ جه أكبر تماه مت 5ل ٠‏ وتقرأ الكتابة 2 > : « أصغر من العدد 2» 


وهي تعني أن أصغر تماما من 2 أو تبعاوى. 13 ٠‏ 
00 24 5 4 1[ - 5 


تعني مقارنة عدد حقيقي 0 بآخر ( معرفة أيُّهما أكبرء أو هل هما متساويان. أمّا الخاصّة الأساسيّة 
لإجراء هذه المقارنة فهي الآتية : 


99# خاصة أساسية. يكون ٠‏ <: إذا وفقط إذا كان 0 < م ش. وبذا تؤول المقارنة بين + 


و5 إلى دراسة إشارة الفرق 6 -6. 


لمفاركة العدديت 52 م و - (. نحسب الفرق كما يلي : 
لش ل 7020 


قلق لله _ 
7 + ول/ح5 83 
2 [(2/.ق) 

5 + 2لحق)ة 

0 1 _ 50-49 
5 + دلدق)ة 7 + 2لحق)5 





إذن 0 < 5 -ه أو م < ه أي + < 2/.. 


هش خاصة أساسية. إذا كان 0 عذذا حتيقنا كان 0-0 0. 





- 





4 


علدا سرج شاف شقارية اسن ل نر رس :0 سس لترن كباران : 
7 


1 5-6 1 
6ط 


2 
42 


4 


إذن 0 < 0-6 أو 5 < ه ومنه < د دن. 
46 


دح المتراجحات والعمليات 


ندرس فيما يأتي متراجحات تامّة» أي من النمط 5 > 4» وتبقى جميع الخواصٌ المدروسة صحيحة في 
حالة المتراجحات > ©. 


© الترتيب والجمع 





أي إذا أضفنا إلى طرفي متراجحة العدد نفسه» أو طرحنا من طرفيها العدد نفسه» لا يتغيّر اتجاهها. 


ونتيجة لذلك نحصل على قاعدة النقل من طرف إلى آخر: إذا كان 86> ++ * كان 2-8-2 إذ 
يكفي أن نضيف إلى طرفي المتراجحة الأولى العدد -. 


وكذلك لدينا الخاصّة التالية : 





أي إذا جمعنا طرفاً إلى طرف متراجحتين لهما الاتجاه نفسه فإننا نحصل على متراجحة لها 
الإتخاة نفسة. 


© الترتيب والضّرب 











ونعبّر عن ذلك بالقول 
إذا ضُرب طرفا متراجحة بعدد موجب تماماء أو قسّم طرفاها على عدد موجب تماماء لا يتغيّر 


ايه 


اتجاهها. 
إذااضتوب طرفا متراجحة بعدد سالنيا شاماء أو كثم .طرفاها على عد سالب ضاماء قفر 
اتحاهها: 


وكذلك لدينا الخاصة التالية : 


أي إذا ضربنا طرف بطرف متراجحتين تربطان أعدادا موجبة ولهما الاتجاه نفسه حصلنا على 
مثر اححة لها الاتجاء نشبية, 


كيف تحصر عبارة تحوي عددين ؛ 


© ليكن ‏ و؛ عددين حقيقيّين يحققان 3 > # > 2 و 2 >« > 1» عيّنْ عددين حقيقيّيْن يحصران 
المقدار 2 - 4 بينهما. 

2 لبك إن عدد حنيقة بحام 2 > «# > 1-» عين عددين يحصران المقدار 3 2 ح 7 بينهما. 

قاف إلى الفرامن سينا 0 يت و 523 ان 1 درن صررب هذه المتر اجات جر نا يطرفيء 

رفي شل نلك ركاب خلا عرينا التردن إن حم الأعذات المتكرر: مرحدة وهذا مر اضرع هنا 

إذن 52> روه > 41د .أي 06> ره د 

© نبدأ بحصر المقدار 2- ثُمّ المقدار 2-3-. لحصر المقدار 2#- نضرب أطراف المتراجحة 

2 > # > 1- بالعدد 2 بين 07 سانا و[ اتصاء المتر اجحة بيت فقي 9 تت جوناتب ي. إ#اب. - 

إذا جمعنا العدد 3- إلى أطراف المتراجحة السابقة وجدنا 13 -2> 2-83 > 83 4-, وعليه 

نكون قد أثبتنا أن 1- > 8 > 7-. 

© الترتيب وعلاقته بحجساب مربّع عدد أو جذره التربيعي أو مقلوبه 














9 في حالة عددين موجبين + و 5 يكون المجموع 5+ 0 موجباء ومن ثم ينتج من المساواة : 
(4 -0(6 +0 حاضو ثم 
تباخ 


موجبي 


- 





أن للمقداريق. 2ن 82 و ج حار الإكبارة نفسها. فاذ! كان أحدهما موجبا تماما كان 


2 95 
089 مَك 





وتنتج الخاصّة الآتية من السّابقة: 


0 كاذ إلى عا بدن كرون ره يك و إن وفقط كان [ل) > زمك) أي ط > ه. 


3 7< ب ت_ ه 
53 بحرك 


ل" 1 41 
أثبت صِيحّة كل من المتراجحتين : ك2 > 2ل و 2 > 0 





وكالك لهذا الخاكية اليينة إذفة : 


لماذا ؟ 


ا ا 5 1 ' 
ليكن 2 عددا حقيقيا يحقق 5 > > 2. احصر المقدار - + نه - 4 بين عددين موجبين. أي عيّن 








عددين موجبين © و5 (لا يتعلقان بقيمة ) يُحققان 6 > 4 > 0. 


1 1 


لني هو 1 1 ع س ه 4 سن هي . 
إن ع يي عر ا لي اك م لي ل 
2 1 79 
1 1 1 
2 و 5 
1 1 1 
ا ع كت و 
2 2 5 
11 11 
اف 1ض )نر بتر 
3 2 5 





- 





وجي درج 


© بين الإجابات الصحيحة من بين الإجابات الثلاث المقترحة فيما يأتي : 


© إذا كان 3- > # كان : 


9 2->1-ت © 4->1--جت © 1>4-ن. 
إذا كان 2 < 7 كان : 
© 4-عه4>م 2 © 5-2 © ل 
3 3 3 5 
إذا كان 1 > ه > 0 كان : 
© *م<. © 2>1ه © :5 > . 
لل إذا كان 3 > 4 > 0 كان : 
ه 11 هم 1ك هم +يآ1. 
83 0 83 06 83 0 
إذا كان 2 > > كان : 
1 
© 15 1 © 4د كد14 © فل > واد> حّ. 
200 “م 4 9/. 
: 3 1 1 1 
هله اذا كان > 7ج > ح وح ه نه > ح كان : 
1 ل 1 و 3 و 1 6 ل 
1 1 1 
ل 6 كد © ك0 
4 2 . 56 5 // 
© قارن بين العددين ٠‏ و م في الحالات التالية : 
6 6ح نز ,رحن 5 سن لي حنم 
© 1 دن © كك 0 
10 9/. 
_- 0 © 2.1105 ح قن ,”5 10 135 ح 4. 
© في كل مما يلي» احصر المقدار 4 بين عددينء إذا علمت أن © تحقق الشرط المُعطى: 
© ول+ثممدم 3عى>ع1ا هه واكجان) لمي ىك 
7 2 0 2 4 
2 
© 2+عاردد4ة ب9>م>هة. © 1-3-م)-4م 2>هم>1. 
© 2-عمل/ - ملم ,11> ع > 6. © 1-1س+عهمل ع لم ,15 > » > 8. 
©:ها إشارة كل من العدديث 5 ١‏ لاك 1 
3 - 92/9 





- 





ل المجالات ؤي مجموعة الأمصاد الحقيقية 


[شاض .. وم 
تعري 


ليكن ٠‏ و 5 عددين حقيقيين يُحققان المتراجحة 5 >6 . يُبِيّن الجدول التالي مُختلف أنماط المجالات : 





جموعة الأعداد الحقيقيّة 537 ا 
وق كد : وتمثيلها على مستقيم مدرّج هو كما يأتي : 
التي تحقق المتراجحه 


حك 
1 6 > :2 > 0 
:0 9 0-0-2 

72ب - 


- محل > :ه > 0 


سبحت 
|| ممهدص | 5 5 )| 


يُقرأ الرمز 00+ «زائد لانهاية»» ويُقرأ الرمزهه- «ناقص لانهاية». إضافة إلى المجالات 
التي عرفناهاء هناك المجال |ده+ ,هه-| الذي يمثل مجموعة الأعداد الحقيقيّة +1. 


مجالات غير محدودة 





5 شت المجانت ى المطظ |01 عجانت ميلقة معد :. 


٠‏ لنتأمل عددين حقيقيّين + و٠‏ يُحققان 80> 0ء وليكن 7 واحداً من المجالات |5,»| و اارها 


“> -ء مركزه أو 





وإط,ه| و اطره|. عدا سو لبد 2 طرفي لمحل ا رسي 5 
0-0 





منتصفه؛ ونسمّي - م نصف قطره. وأخيرا نسمّي 5-2 طوله. 


المركر عن 
إلخ-م 
لسلس لله 


.: 5 
الى افر 











نستنتج من الملاحظة السابقة أنّ نقاط المجال [04,5] هي تلك النقاط التي تبعد عن مركزه مسافة 
أصغرء أو تساوي نصف قطره. يُذكرنا هذا بمفهوم القيمة المطلقة لعدد حقيقي التي تقيس 
المسافة بين العدد والمبدأ على المستقيم المُدرجء ولقد درسنا هذا المفهوم في العام الماضي. 


تعريفه 


ليكن # عددا حقيقيّاء نسمّي القيمة المطلقة للعدد ‏ المقدار || الذي يساوي # في حالة 0 < م 





ويساوي - في حالة 0 > 2. - 


يقيس العدد || المسافة بين النقطة /3 التي فاصلتها :ه على 


[بوحة 
5 5 ار ار 
| لمستقيم لمر والعيد 0 1 (0 22 1 
وبوجه عام يمثل المقدار || المسافة بين النقطة 714 التي 5 | و | 5 
ل 50 0 ل سسب ب بج 
فاصلتها 4 والنقطة ار التي فاصلتها 1 ٠‏ 1 00 1 


تذكر أن القيمة المطلقة | امخلن الخواصً الآتية : 








» لنرجع الآن إلى المجالات؛ تنتمي ‏ إلى المجال المغلق [4,5] إذا وفقط إذا كان بُعد :ه عن 
7ل 0 -6 00 5-7 
5-5 »> (مركز المجال) أصغر أو و يساوي 7-- - , (نصف قطر المجال). أي إذا تحقق 
الشرط > إه- 2|. نعبّر عن هذه الخاصتة رمزاً كما يلي : 











1 5 
089 مَك 


كيف نعبّر عن الخاصّة : 5 لا تنتمي إلى المجال المغلق [5: ©]. 








نتامئل. المجالات ,3:ج 3 و 19,71 2ت ل نو أهوءد,6ا ت كز» هين كلا من. م وى نار وكذلك 
16 ل و كلا له 

الحل 

لنمثل بيانيّاً المجالين 7 و/.. ولنتذكر أنّ 720.7 هو تقاطع المجالين 7 و7.. أي مجموعة الأعداد 
الحقيقيّة التي تنتمي إلى هذين المجالين في آن معاء فهي إذن الأعداد التي تنتمي إلى المجال [2,5[. 


4 





7 كمع سمل ' 
1 مسد( ل )١‏ 1[ ْ 
سسسب ب 72ت إن الى 1 


أمّا 7.لا7 فهو اجتماع المجالين 7 و .. أي مجموعة الأعداد الحقيقيّة التي تنتمي إلى أحد هذين 
المجالين أو إلى كليهماء فهي إذن الأعداد التي تقع في المجال ]3,7 -]. 

بالمثل» نلاحظ من جهة ثانية» أن لا عناصر مشتركة بين المجالين 7 وك/ء إذن 2 - 072 7ء حيث 
يقرأ الرمز 2 «المجموعة الخالية». أمّا 7/2 فهي المجموعة ]مه+,6]لا[3,5-] وهي ليست مجالا 


7 - ئ_ كن 
7 قحاو ويم 


00 لل على مش جد مشر عد الاحداد الحتييية التى تعلق اشر لك شيط ١‏ فى كل د 
الحالات الاتية : 


20 8 >2- مما © 1> 








00-0 © 0 < انما © 2 <1-ها 
92 


© عيّنْء في حال وجودهاء قيم + التي تحقق الشرط المبيّن في كل من الحالات الآتية : 














لك 2 ح إق - بر 96 * 0 ح أ5 دج 
© ه- 2 - 8 - م © 5+ بم| ح إه - بم 
© |5 +م د أة - ها © |6 -مزة - ١‏ + مها 


© عبر باستعمال القيمة المطلقة عن قيم * التي تحقق الشرط المبيّن في كل من الحالات الآتية : 


© |2,12اء هه © 3,11 ء ه © |4-,8-اكء عه 
© ال ك-]ك بم © 5 زح م © أمه+ ,17لا |1-,مه-] ء نه 











ليكن 0 وم عددين حتقيقيّين. حل المتراجحة 0 > 5+ :ده هو إيجاد كل الأعداد الحقيقية التي 
تجعل 6 + :هه سالبآ أو معدوماء والقيم التي نحصل عليها تسمّى حلول المتراجحة. 





حل البتر اكه 200020 هر شين قن المقدرن 0 للقي لجسي و ع حدر عة و الل كم 
مجموعة حلول المتراجحة. 
تكتب المتراجحة 0 > 3 د25 بالصيغة المُكافئة :3- > 2ع وبتقسيم 7 
طرف الستراجدة على العدد الفوحب شان نالحد او سكرةة” 
الحلول 5 هي الأعداد الحقيقية التي هي أصغر أو تساوي 2- أي المجال |2-,مه-|. 

وبوجه عام يمكن تعيين قيم ‏ التي تجعل المقدار 85+ ده موجباً تماماء وتلك التي تجعله سالبا 
تماما. كما يلي : 


ليكن العددان الحقيقيان »© و5 حيث 0 ع م» نجد فيما يلي إشارة + نه تبعا لقيم : : 


شي حالة (] 2 0 في حالة 0 > 0 





اق إن إشارة المندان 0 ديق لماك إشارة به إذا كان جوم وتماكين للنارة بج إذا كن تيبر 
/4 01 


9 في الحقيقة» إن 0 - 5+ بده يُكافئ دم لأنّ 0 عد ه. 
© حالة 0 < ٠.‏ 
ه 0 < 8+ نتم يُكافئ 6- < 025» وبالقسمة على العدد ارحب هاما 6 نجد لحن 
0 > 86+ نتن يكافئْ 6- > :02 دعن 2 .نع 
© حالة 0 > ٠.‏ 


ان ل و الشية على الح لساب اما لس ال ان, 
/4 


0 > وقد نم يكافئ (- > :01 بك ع "0 
0 


- 








جٍ 5 
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5 0 : ", : 
ينعدم المقدار لمحي ص كح وير يداك حر ادر رحد كي اك موا من المجارن 


أنه رمه-| و أده + ,| ٠‏ ولتعيين هذه الإشارة يكفي أن نعيّن إشارة 44-5 عند قيمة اختياريّة ما ؛ 
من أحة. هذين. المحالية. 





© ادرس إشارة كل من المقدارين 8 -4 و2 + نه5. 
0 - 


2 سنك إخار 5 كل من المقدارين (2 + 3()5# -4) - 2 وب - 
- 49 








الحل 


نر يي رن سن سن عدا ده إذن 


إشارة هذا المقدار كما في الجدول المجاور. 


- 0 . 
شارة 50+2. إن 50+2-0 عندما يكون 2 - م 


وإشارة هذا المقدار كما في الجدول المجاور. 


9 لدراسة إشارة جداء 48 أو كسر > ندررس الدارة كل من 4 ري ان مش كن قاهنه 


6 إشارة 50 فتكلم دولا ركه بهد قيارة كل من 
ند8 -4 و2+5#. يمكننا في هذا الجدول أن نقرأ 





ل 9 4 
« () حابر حالة ح دج | 5-2 
ّي 5 7 5 
ه مهدج لذرى. 4 4+ أى إذا كا أ4 2 
أ ام | 0 ن 2,4 -اء ه. 


0 >6 إذا كان > م أو <: أي إذا كان |مه+ ,عا لا |2-,مه-] © :ه. 


ونترك لك أن تتدرئب بالمثل على تعيين إشارة المقدار .. 


- 











© حل في 18 المتراجحة المُعطاة» ومثل على مستقيم مدرتج مجموعة حلولها 5»: واكتبها بصيغة 
مجال في كل من الحالات الآتية : 
© 1022-1 > 8 برق © 4 د22 < ]1 دوق 


6 4- > 2-5 © 1 لكلو < 1 وول 


© ادرس: إشارة المقدار ()4 يبعا لقيم :ه في كل من الحالات الآتية : 





20 5 + 35- ح (6ه)كل © 4 - 2 ح (ه)كل 
© (6+م2- )1 جه رمم © ا - ()م :(2عدم) 


© 3 5 2 - 0" © *(0-3)- - (ج) ل 











وو العددان 6 ول - 4م 2م هما عددان غير عاديين. بين: أي الأعداد التالية عادي ؟ِ 


© 2 ب2لم. © تفرع 5ه © 22. 


توثق أن العددين التاليين عددان عاديّان : 


00 0" © كك ل ل" 
5 5 1 1 


توثق أن العددين التاليين عددان عاديّان : 


وبِيّن بوجه عامء أنه إذا كان © عددا عاديا كان العددان الآتيان عددين عاديّين : 





























2 2 
1 1 
1 4 و أظا + لا 
0 0 
حل 5 عن الحار اك اليه إن حذاء حورب هر انل يله : 
2 
0 (2)22-3 + (1 + ه4 - 9/45 ع ل 02 فلة_ كةو 
© 14 - 25) - (4 - و8) (1 + 2) عدار 2 1+ +د2نج + ثثج حر[ 


© حل في :1 كلا من المعادلات الآتية : 
© 1 +ج8ة -1 تبجو © و4 - (2 - :ه3) ه 








6 1 © 4ك 
6 اكتب المقدار الآتي بأبسط صيغة : 
لزاه قلد قل" 
و مل و جل 


7- ليعن 1 دحتا 0 ل لدي احسب بأبسط صيغة المقدار 
4 


بف يف يحفق 


1 

3 

حاب ثب 
7 











اس امد سا © 






© أثبت أنهء مهما كان العدد الحقيقي :د كان : 


(15- #) + 2ه1(*)2 - ث) ع 1 + ثروي أروق 
8 أنيت أنده مهما كانت. الأعذاد الحقيقثة 3:0 .م كان : 


9 غمر لحل 
0 


© فهم السؤال. لنضع 1+ تري)ي ‏ “مق ح ي8 و(1(2+م) + 1(:)0#2 -2) - 4 . نريد أن نثبت أن 
8 - 4 . إحدى الطرائق الممكنة هي نشر المقدار 4 واختزاله آملين الوصول إلى 2 . 
اطويه نكن د اخسر ضارة 1 يب أن خبل إلى تر. 
أ أنجر البرهان واكتبة بلغةٍ سليمة. 
© 


مطح من )د “رل دهن اج وعد قن ) رذن هد 2ن) 





4 فهم السؤال. لنضع : 
“60 - لن) + *(50 + عن) - 4م 
(*0 + م)(*6 + ثم) حور 
نريد أن نثبت أن 8 - 4 . يمكننا أن نتبع طريقة السّؤال السّابق. 
# الحساب. انشر ثم اختصر عبارة 4. ستجد 6202 + 2ق + #2ثو + 2ن - 4م . ولكن بعكس 
السؤال السابق لم نحصل هذه المرَّة على 8» وقد لا نرى كيف نحوّل 4 أكثر من ذلك لنصل 
إلى 8 . ومنه فكرة تحويل 27 بنشر الجداء. 
8 متابعة الحساب. انشر عبارة 2 . ماذا تجد ؟ 


© اخنام الصيغة المناسبة 





نعرفء أَيَآْ كانت :ه من 12» المقدار : © 25- (3-+ ه) ح (:ه)ظ . 
0 » أثبت أن : © 62-16 سل ثبت ح (به)رر . 
« أثبت أنّ : © (8+ه)(2-ه) - (ه)ي . 
© اختر: من بين الصّيغ الثلاث السّابقة الصّيغة المناسبة أكثر من غيرها لحل المعادلات الآتية : 
(0) 0 ع (2)رشط. (606 11-(2)2. () 16- -ح (2)ط. 





- 





8 غمر اخل 
© يمكن اتباع أسلوب التمرين السابق. 
4 كي نبرهن أن 68-16 + 52 ح ()8 يكفي أن ننشر ثمَّ نختزل المقدار 25 - *(3 + ). افعل 
ذلك. 
اريت زفات دين ديك روات يدلا من محارلة تحليل 16 ومس تن إلى هداة بعرو امل 
نرى من الأسهل أن ننشر ثم نختزل المقدار (8 + )(2 - م) . 
أ أنجر البرهان واكتبة بلغةٍ سليمة. 
© 
فهم السؤال. المقصود «بالصيغة المُناسبة أكثر من غيرها» ٠»‏ الصيغة التي تفيدنا بالوصول إلى 
الحلّ بأقلّ جهد من غيرها. 
4 فمثلء الصيغة المُناسبة لحل المعادلة 0 - (:) هي © بيّن لماذا ؟ ثمّ اكتب الحل. 
اختر الصيغة الناسية لحل المعادلتين 'الكخريين: يرث احضارك» كد اكتب الحل. 


11 اسنعمال الرموز في الإثبات 
نختار كيفيّاً أربعة أعداد طبيعيّة متتالية. نضرب أكبرها بأصغرها ونطرح من الناتج جداء 
ضرب العددين الآخريْن» فنحصل على العدد 2-- . أثبت صحّة هذه الخاصة. 
99 غمر اخل 
فهم السؤال. لنتيقن من فهم العمليّات الموصوفة في نص المسألة» يمكننا البدء بمثال. نبدأ باختيار 
أربعة أعداد طبيعيّة متتالية ولتكن 1,2,3,4. جداء ضرب أكبرها بأصغرها 4 --1<24» وجداء 
ضيرب العددين الآخرين :6->345. وحاضل طريكهما ومح نو سين فهر يسداوئ فعلة 2. 
مدا عن طريق. يطنب التمورين. إنبات: الحالة: العايئة : فقد ,حرى التأكيد. على أننا .تكتار كيفيا الأعداة 





الأربعة المتتالية. يجب إذن أن نرمز إلى هذه الأعداد برموز مثل. 5,64,ه ولكن الفراض الذي 
يشير إلى كونها متتالية يتيح لنا أن نرمز إليها بالرموز 3 + 2,4 + 18+ ه,ه. توثق أنّ إثبات 
المطلوب يؤول إلى إثبات : 

2 -(2 + ه)(1 + م)-زة + ماه 


69 المتزاجحات وإشاءةجدا. 


كل فى 1 المتز احكة + “راسيو > 1ر8 عد وف 212 ) 


- 











9 غر اخل 
4 فهم السؤال. نهدف إلى إيجاد الأعداد 5 التي تحقق 2-1(2) > (3 + 2). نعرف كيف ندرس 
المتراجحات من الدرجة الأولى: أي من النمط 0 > 5+ :ده. تأتينا إذن الفكرة بإرجاع السؤال 
إلى تلك الحالة. 
4 بحثاً عن طريق. نعلم أن المتراجحة ٠‏ < 5 تكافئ 0 < ه- (. وعليه تكتب المتراجحة المعطاة 
(6) بالشكل 0 < (©)م حيث “(3 +ل-25) - (1- 2ص) ح (2)ط . 
يا راوع عر الى اعبار ا ص ةا يذ ردن إلى حل اشر اححة كه 
0 < 14-8 - :3-» ولكن لم نتعلم بعد دراسة مثل هذه المتراجحات. 
٠‏ نبحث إذن عن صيغة أخرى للمقدار ()2. نلاحظ أنّ (:) هو فرق مربّعين. حلل () 
وينه عن هده الماتكطات ند كل المدر لحكة انا جد اتن 


699 المتزاجحات وإشارةكر 


كل في 12 العا اححة 2 ]ب 





427 1 
| 0-7 








4 فهم السؤال. ليست هذه المتراجحة معرفة إلا في حالة 6ع #. كما نلاحظ أنها ليست من 
الدرجة الأولىء لذلك علينا إرجاع دراستها إلى مثل هذه الحالة. 
4 بحنا عن طريق. 

[ ل 42 


٠‏ تتبيه: لا تكتب أن المتراجحة 1- > --5 تقتضي [# - 1<)6- > (1- 44)ء لأنّ هذا 
ل 


يعود إلى ضرب طرفي المتراجحة بالمقدار:ه - 6 الذي قد يكون سالبا. 
٠‏ أثبت أنه في حالة 26د#ء يمكننا كتابة المتراجحة المدروسة بالشكل المُكافئ 


ير للسسطت) 


6-- 2 - 7 





10+ 
جلا ند يديد بسجةيى لبي 0 > 2 في حالة ردن يكف 
في مثل هذه الحالة أن ندرس إشارة كل من 4 و8 . افعل ذلك. 


افك نافيك فى كدوك راشف و الشف الممبر عه 2 مجو عه حون الست اجحة امد رحة 


#ر أئبت ذلك ثم ص الحل بلغة سليمة. 





- 


وا اتن »ده دء ده أدعة أعدد حفقة تعلق 9س > بر 


© نفترض أن 0 د 4 دام أثبت 9 شط كن 
0-0 0 
0 
0 





© نفترض أن 0 عد 0-8 أثبت أن - 55 


6 نفترض أن 48001 مربَّعٌ و7'0'7/ مستطيل. و نفترض أنّ مساحة 
الجزء الملون تساوي 183 مترأ مربّعا. فإذا علمت أنّ /44 يساوي 





واد '000) يساوي 0د8ء احسبف 42 . 9 ار 

ءِ ءِ 6 0 4 

99 نفترض أن 4807 مربّع. ونفترض أنّ مساحة المربّع (7501"01 0 
تساوي أربّع مرات مساحة المربّع 48072. فإذا علمت أنّ لك 1 
يساوي «د5ء احسب 472 . 1 1 


00 يتألف الشكل المجاور من مربّع طول ضلعه ” وأربعة أرباع دوائر تقع 
مراكزها على رؤوس المربّع. عبر بدلالة ‏ عن مساحة السطح الملون. 
راع فية 0 نري ليذه العبياجة عننها 1-9 . 





357 انطلافا .مخ صفيحة مستطيلة (472)007» عرضها 7 - 472 وطولها 0 0 
472-47 » نصطنع سطحين أسطوانيّين بطريقتين: 
© نجعل الضلع [800] ينطبق على [(47]. 0 8 


© نجعل الضلع [478] ينطبق على [770]. 
نرمز بالرمز ”1 إلى حجم الأسطوانة التي نحصل عليها بالطريقة الأولى» وبالرمز 17 إلى 
لسرن ل ل يا ري يا لي ا 15 


5 مقارنة عددين. 


© » و 5 عددان موجبان تماما. قارن بين العددين 


2 








1ه 3و و 200 
2 0-0 


© ه و5 عددان موجبان. قارن بين العددين 
لهم - 4م و 20/056 ح رآ 








لي يس علد 1 1 
0 ليكن. 6 و86 عددين موحيين تماما. أثيت ان ---د--2> : 
60م 6 5ل 04 


6 ليكعن 0 و6 عضن ورحسن ماف أثبت أت دحك يناي ع راح بو اير 


ون ليكن 0 وة عددين حقيقيّن يُحققان © > 5 > 0. قارن بين الأعداد الآتية : 
0 01+11 0 
167+ 1لم 




















© 2573م لم ->>ن> ١‏ 





ه دكين 2 

4 2 0 2 2 
2 

© 2ل+هلل.ء لم ,9>م>5 © 3-(1-ه)- كلم ,2>هم>1. 


© 2-مله على ,11> ع > 6. © 1-1سدمل - ل ,15 > ه > 8. 





ني في كل .من. الجالات الأية» خل المثر اححة التعطات د مدن مجموعة الجاول على مكف 
مدرج» وعبر عنها بدلالة مجالات : 








© 1- سق > :2 - 3. © 2-5< 2-52 

6 ةي خلك 6 20-1 < م كدة5. 

© 2(>0 + مقة)[1+ 2# ). © 4(<0 + مارزعة- /). 
© 0< مق دنس © 0>-4- (8- 2 2). 

© 0>زمة-ممق+ (م-هة). ‏ © 0< ([وقسمهه)- (2-م). 





62 فى كل يون العارات رتاه ون قن 2 الممتركة لد حل الددر اجحكة اميطاف وين مسرعة 
الحلول على مستقيم مدرتج: وعبّر عنها بدلالة مجالات : 


























مسد © م» 5ك 6 كد 0 ا 
5 ل ته 12-1 35-227 5 ل :34 
2 2 
ه و حك و عقف وهو وهعللنة هج 1>ه1تت5. 
1 د 2 :2-2 حت 3ن ب 5 





- 


مفهوم التَابع 











(ل© متدمةعامة 

6 منهوم التادم العددي 

6 انط البياني لتاهم 

9 اتام المتنرايد والتاع المتنناقص 
2 جدول اطراد تامع 








ظهر مفهوم التابع متأخراء في تاريخ الرياضيّات. فقديما كان 
الرياضيّاتيون الإغريق» وتبعهم الرياضيّاتيون العرب في الفترة ما بين 
القرنين الثامن والثالث عشرء يستعملون جداول فلكيّة ومثلثيّة لأهداف 
عملية وحسابيّة بحتة. 

وظهرتء مع بداية القرن الرابع عشرء مفاهيمٌ جديدة. حيث بدأ 
الإنسان ينظر إلى الرياضيّات بصفتها لغة قادرة على وصف حقائق 
الفيزياء. هذا ما أكده غاليليو في دراسته عن السقوط الحرٌ عام 1623. 

وما جعل هذا الانتقال سهلا هو البدء باستعمال الرموز الجبريّة 
والحساب الرمزي الذي أطلقه فرانسوا فييت عام 1591. أتاح هذا 
التعامل مع عبارات تحوي أعدادا ومجاهيل. ومع هذاء فقد وجب انتظار 
أعمال ديكارت ونيوئن ولايبنتز في القرن السادس عشر وأويلر في 
القرن السابع عشر حتى نصل إلى صيغة كتابة قريبة من الحالية 
للعبارات والمعادلات الجبريّة. وبوجه خاصّء» عمل ديكارت على 
المنحنيات الهندسيّة حيث ترتبط إحدائيّات النقاط * ويه بمعادلة جبريّة. 


وفي القرن الذي تلا عصر ديكارت وضع أويلر وبرنولي الشكل 








6 مدل مةعامة 


عندما تعتمد قيمة مقدار ما 6 على قيمة مقدار آخر + نقول إنّ © تابعٌ للمتحوّل . فمثلا 





ما تدفعه لسيّارة الأجرة» تابعٌ للمسافة التي تقطعها راكب السيارة. 


" درجة الحرارة في أحد الأيام في مدينتك تابعة لساعات اليوم. مثلا 


ضسعة ‏ |0]6]ه| »|0 ]وه 





" الاستهلاك الوسطي للأسرة من مياه الشرب تابع لعدد أفراد الأسرة. 


"ا مقدار استطالة نابض معلق شاقولياً تابعٌ للثقل المعلق به. 
ويسعى الفيزيائيون عادة إلى إيجاد علاقة تربط بين قياسات 
هذه المقادير. فمقلا : يترنون. يكل قيئة معطاة للثقل مقدار 


استطالة النابض التي يقيسونها. 





الضعط الجوئ فى مكان ماء كاية للار فاع عن, سطح البحر. .ونقرن عادة ,يكل قييثة معظاة 
لارتفاع مكان عن سطح البحر مقدار الضغط الجوي عند ذلك المكان. 


" كثيراً ما نرىء عمليّاً وفي العلوم التجريبيّة 
التوابع مُعرفة بخطوط بيانيّة. تذكر المخططات 
التي ترصد الهزّات الأرضيّة» أو تخطيط القلب »' 
الكهربائي المبيّن في الشكل المجاورء هذه 
جميعا تعبّر عن تبعيّة مقدار فيزيائي معيّن للزمن. 





" وفي الهندسة؛ مساحة الدائرة تاب لنصف قطرها. 

















في الرياضيّاتء نتجرد عن الطبيعة الفيزياتيّة للظواهر المدروسة؛ ونحتفظ بالفكرة الأساسيّة: 


وهي أن نقرن عددا بعددٍ آخر. وعليه : 





وهكذا وضع علماء الرياضيّاتء قالبا عام ينطبق على جميع الحالات التي نسعى فيها لدراسة 


تغيّرات مقدار معيّن يتعلق بمقدار آخر (أو يتبعه). 


2 





التوابع التآلفيّة 

ليكن © و6 عددين حقيقيّين. يسمّى التابع الذي يقرن بكل عددٍ حقيقي 7 
العدد 5 + :ده تابعا تآلفيّاً أو أفينيّاً أو تابعاً من الدرجة الأولى. يمكننا 5 
الشعير عن للك 'بالكتية الرمرية 4 ادي با وز اميا يا التي 
التابع م كان + :مه - (#)/. ونعرف من دراستنا السابقة أن الخط البيانيت ‏ 






لهذا التابع هو مستقيم. (الرسم المجاور يوافق حالة 0 عد ©). 


التابع التربيعي 

يسمّى التابع الذي يقرن بكل عددٍ حقيقي 5 العدد 2 تابعاً تربيعياً. يمكننا 
التعبير عن ذلك بالكتابة : 2ه ج:2. وإذا أسمينا هذا التابع 7 كان 
2ه - ()و. ونعرف من دراستنا السابقة أنّ للخط البياني لهذا التابع شكلاً 
معرر | انما نظي يكاننا. 








- 





© منهوم التاع العددي 


ليكن 2 مجالاً أو اجتماع مجالات من 12. 

* تعريف تابع ثم من 7 إلى 28 هو أن نقرن بكل عددٍ حقيقي ‏ من 7 عدداً حقيقيّاً وحيداً 
(نه)/ ح رع. 

* نقول إن 7 منطلق التابع /ء أو مجموعة تعريفه؛ أو نقول إن / معرّف على 2. 

نسمّي العدد # من 7 متحولاًء وإذا كان » عدداً من 2» أسمينا (0)/ - 5 صورة العدد 6 
وفق /. 

* ونسمّي العبارة (), ب * أو (5)/ - , علاقة ربط التابع . 

* إذا كان /, تابعا معرفا على 7 كتبناه بالشكل (2)/ ب * : / إذا لم يكن هناك مجال للبس في 
معرفة 2» أو كتبنا (:م)م/ ج١‏ ,1 + 7 : ثرء وهذه الصّيغة أكثر دقة. 


لك مبجموعة التعريةم 


غالبا ما يُعطى منطلق تابع ماء فنقول مثلاً إنّ / هو التابع المعف على |4,5-] بالعلاقة 
1 + - ()/. أو يكون المنطلق معروفا من سياق المسألة المطروحة. فمثلا للتابع / الذي يقرن 
بنصف قطر دائرة ‏ مساحة هذه الدائرة أي 2دجء علاقة الربط بهم ح ()م/» وواضح من سياق 
النص أن مُنطلقه 7 هو مجموعة الأعداد الحقيقيّة الموجبة تماما 01ه+,0[. 


الأعداد ‏ التي يكون عندها حساب العبارة (2)/ ممكناء أو يكون عندها للمقدار ()/ معنى. 








- (5)/ . عندئذ لا يكون حساب (5)/ ممكنا ما لم يكن 
0 عد 2-1 أو 1 عد مء لأنّ القسمة على العدد 0 في الأعداد الحقيقيّة غير ممكنة. فمجموعة تعريف 
/, هي |مه+,1[لا |1,مه-| - ,2. التي نمثلها على المستقيم الحقيقيّ بالشكل : 


2 
ةي * هي ٠.‏ 1 ين بن هي .2 46 
لنفترض أن عبارة (5)/ كسرية» مثل ١‏ 


ول 














لنفترض وجود جذر تربيعي في عبارة (5)/ » مثل ١2‏ - (0)م/. عندئذ لا تمثل الكتابة 
- 2ه عنين ١‏ حرق ما لم يكن المقدار زواجت 2 500000 2 > 5. فمجموعة تعريف / هي 
2,ه-] اا م (1. الذي :5 5 على ١|‏ تق | قبة 0 بال 5 : 








7 -ه 0 0 
© تحاووم 


2: 





جام ريل : . 
2-1 1 





الحل 


0 


لعلى 


«+ 





يؤول إيجاد 7 إلى إيجاد مجموعة الأعداد 5 التي يمكن عندها حساب (5)/ . فالكتابة 5 


أننا نقسم الجذر التربيعي للعدد ه على 1 #. هذه الكتابة إذن لا تمثل عدداً حقيقيّاً إل إذا تحقق 
الشرطان : 0 < +8 و1 عد . وعليه |هه+ ,1]| لا |0,1] - (71. 








سر -ه 2 0 
هذ تدرب 
ليكن / التابع المعرّف على 12 وفق 


صورة كل منها وفق / تساوي 1. 





تت (22 )ره عين» فى حال وجودهاء الأعداد الذى 
١ 7 1‏ 1 


00 في حالة تابع '/ معرّف على (7» إيجاد عناصر 3 :الث صيور :كل هته هذة متعطى 0 
حل المعادلة 5 - ()/ في 27 . 





الحل 





إيجاد الأعداد الحقيقيّة التي صورة كل منها وفق / تساوي 1» هو إيجاد قيم 2 التي تحقق 1 - (ه)/ 


و 1ح خن, ليذه المدائلة هدر ان سي و او كدبع وكاناهما منول ار 
1 لك 2 


معرافه على كامل: 12 فالعددان. 2 وت هما العدان, اللذان صورة كل متهما وفق. "رز ناوي 1: 





- 





<< سااء» ا اه 
23 4ه 


80" يكن لاسا عر يج عدون شيلع وار 0ض على مكبر 
المربّع وخارجه أربعة مثلثات متساوية الساقين طبوقة فنحصل 
طن يه ل يرل كن ين ماتيا دري اك 
الشكل المجاورء ونعرف التابع / بالقول إن (5)/ يساوي مساحة 
سطح النجمة. 
© بِيْنْ أنّ مُنطلق التابع / هو ]مه +,1[ - 72. 
© اكتبْ بأسلوب صحيح عبارة التابع . 





© بِيْنْ مجموعة تعريف كل من التوابع المعرفة بالعلاقة : 














© 1 222 ح ر(بدار © 52 + حش - (م)/ 

42 

لديو د زو 60 001 
2 اإجدنر 

© 1 + لد ح (بم)مر © 1- 2لدحه ح (ه)ر 
00 0 0 

مه دسم ه لتشودهمم 

1 2 
6 م - ()/ 4 (1 + )ند - (ه)/ 


© بيّن مجموعة تعريف كل من التوابع المعرفة بالعلاقة : 
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1 د 2ج ات دن 
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2 - رد وحابويه 








المعلو في المستوي 


نتأمّل في المستوي ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة (.,0,7). ننظر إلى المستقيم (07) بصفته 
مستقيم أعداد مبدؤه النقطة 0 وتكون فاصلة النقطة 7 عليه مساوية 1. فنحصل بذلك على ما نسميه 
محور الفواصل ونرمّزه 02 . وبالمثل ننظر إلى المستقيم (.0) بصفته مستقيم أعداد مبدؤه النقطة 
0 وتكون فاصلة النقطة 7. عليه مساوية 1. نسمي عادة فاصلة نقطة على المستقيم (0.7) ترتيبهاء 
ونسمي مستقيم الأعداد الثاني محور التراتيب 07 . 


سنقتصر في هذا البحث على الحالة التي يكون فيها المستقيمان 
متعامدين أي 90 - 707 2». و1 - 07 ح 07. نقول في هذه الحالة 
إن لدينا مَعَلَماٌ متجانساً. وعندها تتعيّن كل نقطة 34 في المستوي 
بمعرفة ‏ فاصلة مسقطها على محور الفواصل» و ترتيب مسقطها 
على محور التراتيب. فنقول إن (7,) هما إحداتيّتا النقطة 11 في 
المطلم المسلى. و ندل عليها بالفتاية 4 11 11 . 





شك الخط البياني 


© تعريفه 
ليكن / تابعاً منطلقه 7 . إنّ الخط البيانيَ © للتابع / في مَعْلّم» هو مجموعة النقاط التي 
إحداثياتها (7,) حيث تنتمي 5 إلى 1 و (8ه)/ - ,. 


كنت قد رأيت في دراستك السابقة أن الخط البيانيً لتابع تآلفي” / معرئف على 1 بصيغة من 
يوازي محور التراتيب هو الخط البياني لتابع تآلفي مُعرّف على كامل 5 . 











- 


2 
089 مَك 


1 7 
لعددٍ هم من 7 صورة وحيدة فقط وفق تابع 7 ا 
؛ لذلك يقطع المستقيم المارّ بالنقطة و موازيا 2 


اج ل 
واحدة فقط. 





© ليس خطاً بيانياً لتابع 





الخط البياني © في الشكل المجاورء هو التمثيل البياني لتابع : 
1 معرف على المجال [4,5-]. لكل 0 من [4,5-] صورة واحدة 
وفق / . فالمستقيم المار بالنقطة (4)04,0 والموازي ل 07 لا يقطع عر اي 
الخط البيانيَ © إلا في نقطة واحدة 2 هي النقطة التي إحداثيّتاها ظ ا 
((0)/,ه). 


1 1 4ه ٠‏ 
© تعريوم ظ 
إذا كان © الخط البياني لتابع م/ في معلمء أسمينا الصيغة (5)/ - , المعادلة الديكارتيّة للخط 
البياني ©» أو قلنا ببساطة إنها معادلة ©. 





9 ليكن 2 «- 2 : / تابعاء وليكن ,6 خطه البياني. لمعرفة إذا كانت النقطة (1)6,5. واقعة 
على ,40 نتبع بع الأسلوب الآتي : 
© إذا كان ه لا ينتمي إلى 2»ء فإِنَ 4 لا تقع على ,© أو ,© © 4 . 
© إذا كان © ينتمي إلى 7 »: نحسب (0)/» ونناقش حالتين : 
© إذا كان (0)/ عد 5 فإنَ 4 لا تقع على ,0. 
© إذا كان (0)/ - 6 فإنَ 4 تقع على ,0. 


طك قراءة التمثيل البياني 


1 ليكن 12 ب 7 :/ تابعاء وليكن ,0 خطه البياني» ولتكن ه من 2 . إذا كانت النقطة / 
هي النقطة من ,©» التي فاصلتها ه كان ترتيبها هو (0)/ . 











الخط البياني 6 في الشكل المجاور. هو التمثيل البياني ا | ] | ]| | | أها | | )اح 


25 اياتب 
معزف على افتجل 48 تعن صيدة 15- أ |2500 
لحار نتبع الخطوات الآتية : 15 1خ كك 1ه 39 3 نقذ الذ 





ليا |1 |9 |* 


0 نعيّن 55- على محور الفواصل ونرسم المستقيم المارٌ بهذه 
اللشطة عر يا عت التر اتيب 
يقطع هذا المستقيم الخط البياني © في 4/.. 


« نعيّن ترتيب النقطة 4 برسم المستقيم المار بها موازياً محور الفواصل. فنجد 3.5 - (1.5-)/ . 


9 ليكن 12 + 2 : / تابعاء وليكن ,© خطه البياني. وليكن 5 عددا حقيقيًا. نتأمّل المستقيم 
بك العا بالنقطة .(,0) موازيا مدر الفواصدل» تلاحظ ويحوك .حالتين. : 
© المستقيم ,2 لا يتقاطع مع ميدن نت مس سريت 132 /, تساوي 5. 
في هذه الحالة نقول إنّ 5 لا تنتمي إلى المستقرَّ الفعلئَ للتابع م . 
حسم بك يتقاطع مع ,0 ل عن راع ربوا يوكرن الور لب بابر 
تنتمي إلى ,0 . في هذه الحالة نقول إن 5 تد تنتمي إلى المستقرّ الفعليّ للتابع م . 





الخط البيانيّ © في الشكل المجاورء هو التمثيل البيانيّ لتابع 
/ معررف على المجال [5,4-]. لتعيين الأعداد التي صورة كل 
منها وفق / تساوي 3» نتبع الخطوات الاتية : 
٠‏ نعيّن العدد 3 على محور التراتيب» ونرسم المستقيم 2 ذا المعادلة 3 - . 
٠‏ يقطع هذا المستقيم الخط البياني © في نقطتين 4 و8 فاصلتاهما 1 و 3 بالترتيب. إنّ صورة 
كل عن 1 و3 وفق / هي 3. 





وإذا طلب منا تعيين الأعداد التي صورة كل منها وفق / تساوي 4.5» نتبع الخطوات. الآنية : 
٠‏ لا يقطع هذا المستقيم الخط البياني 6. إذن لا ينتمي العدد 4.5 إلى المستقرّ الفعليّ للعدد /ر» 
ولا يوجد في [5,4-] عددٌ صورته وفق / تساوي 4.5. 


- 





2 
9 مَك 


لا يعطي التمثيل البياني إلا قيما تقريبيّة» وذلك ما لم تكن 
المطلوبة مذكورة على الرسم. فوقلا إذا أردنا في المثال ا 
معرفة الأعداد الى صر كل مده ردن 7# تساوي 1» لاحظنا أن 
المستقيم 4 الذي معادلته 1  -‏ يقطع © في نقطتين 4 و7 
فاصلة إحداهما تساوي 4»ء أمّا فاصلة الثانية فهي « قريبة » من 





ب 
اه 190 ل د م 


.-4 





تأصّ الشكل المجاور. الخط البيانية ©: هو التمثيل البياني لتابع / ١‏ 
معرف على | 4,3-]. 

© بكل ييائئا المغادلة 3ح زا 

© كل بيانيّاً المتراجحة 3 > ()/. 


الحل 


© يؤول حل المعادلة 3 - (ه)/ في المجال |4,3-] إلى تعيين الأعداد :ه 
من هذا المجال الى ضررة كن هيا ران فى 3 لذلك نرسم المستقيم / 
ذا المعادلة 3 ع ن. فنلاحظ أنه ادقي الخط البياني © في ثلاث نقاط 4 
و8 و ©. ومنه نستنتج أن حلول المعادلة 3 - ()/ هي 
4ه ددج و2 دن و2 ح- ن1. 

© يؤول حل المتراجحة 3 > ()/ في المجال [|4,3-] إلى إيجاد الأعداد 
من هذا المجال التي صورتها وفق / أصغر تماماً من 3. بعد رسم المستقيم 
هء نعيّن أجزاء © التي تقع تحت المستقيم ١4‏ «لا تصلح النقاط ') ,4,2 
لأنّ ترتيبها يساوي 3» بعد ذلك نعيّن الأجزاء المقابلة من محور الفواصل. 
فمجموعة حلول المتراجحة 3 > (5)/ هي |012,3ا2|1-,4-|. 











2 م سرد 1 ه 
7©يذ تدرب 


0 ع 2 
0 بيّن أي المنحنيات التالية هو خط بياني لتابع : 








© ليكن © الخط البياني الممثل لتابع / . ترجم العبارات الآتية بعلاقات مساواة تعبّر عنها. 
يمر" 6-نتقطلة إحدانثاها. (5:هب): 
© يقطع © محور التراتيب بنقطة ترتيبها 1-. 
© يقطع © محور الفواصل بنقطتين فاصلتاهما على الترتيب 2- و3. 


© ليكن © الخط البياني الممثل للتابع / المعرف على :1 بالعلاقة 5 + 2ه ح (م)م. 
© بيّن أيّ من النقاط (2,9-)4 و (8)3,13 و (0)00/2,7 تنتمي إلى ©. 
© أعط إحدائيّات أربع نقاط تقع على الخطّ البياني 6. 


© في الشكل المجاور نجد الخط البيانيّ لتابع معرف على المجال [1,8]» بقراءة بيانيّة لهذا الشكل, 
بِيّن الصواب من الخطأ في المقولات التالية : 
© العدد 1 هو صورة 0 وفق /. 
© العدد 0 هو صورة 1 وفق /,. 
© العدد 4 هو صورة 3 و6 وفق /. 
© 5 - (2)/. 





./)3( < 5 © 

©للمعادلة 2.5 - (5// ثلاثة حلول. 

© العدد 0.5 هو صورة عدد وحيد من المجال وفق /. 
© في حالة |6,8] ع 2 لدينا 2 < ()/ . 





- 








6 لتااع المتنرايد والتاهم المتناقص 
ش القزايد 


ه كلما زاد عدد أفراد الأسرة زاد استهلاكهم من مياه الشربء فنقول إِنّ استهلاك الأسرة من مياه 
الشرب تابع متزايد لعدد أفرادها. 

ه وكلما زادت سرعة سيارة زادت مقاومة الهواء التي تواجهها. فنقول إِنّ مقاومة الهواء المطبقة 
على سيارة تابع متزايد لسرعتها. 





7 يكون تاب ()/ جرج :ري متزايدا إذا كبرت قيم ()/ أكثر فأكثر كلما أخذ المتغيّر ‏ قيما 
أكبر فأكبر. 


يبيّن الشكل المجاور تمثيلا بيانيّا لتابع متزايد على [1,4]. 


" فأياً كانت قيم » وه من المجال [1,4]ء إذا كان ٠«‏ أكبر من ::» 
كان (0)/ أكبر من (00/ . 

* لاحظ أنه لا يكفي التوثق من صحّة هذه النتيجة فقط عند قيمتين 
خاصتتين كاللتين اخترناهما في الشكل بل يجب التيقن من صيحّة 
ذلك عند جميع قيم » و0 التي تحقق جح اه 

لاحظ كيف يبدو الخط البيانيّ للتابع مر «صاعداً» عندما 
نستعرضه من اليسار إلى اليمين. 








التناقص 
ه كلما زاد الارتفاع عن سطح الأرض انخفض الضغط الجوي» فنقول إنّ الضغط الجويّ تابعٌ 
متناقص للارتفاع عن سطح الأرض. 
2 يكون تاب ()/ جاه : ثر متناقصاً إذا صغرت قيم ()/ أكثر فأكثر كلما أخذ المتغيّر 2 قيماً 
أكبر فأكبر. 





- 





يبيّن الشكل المجاور تمثيلاً بيانياً لتابع متناقص على المجال [2,3-]. 





فأيّاً كانت قيم .» و« من المجال [2,3-]» إذا كان +« أكبر من 
كان (0)/ أصغر من (0)/ . شْ 
لا نتودّق من صحّة هذه النتيجة فقط عند قيمتين خاصتين كاللتين أ 
اخترناهما في الشكل بل عند جميع قيم «» و0 التي تحقق 
(ه1 >> |1 . 

لأحظ كيف يبدو الخط البياني“ الذي يمثل التّابع “مر «هابطا» " 
عندما نستعرضه من اليسار إلى اليمين. 


© تعريفم 


ليكن / تابعاء وليكن 7 مجالا محتوى في مجموعة تعريف التابع /. 


لا 


نقول إِنّ / متزايدٌ تماما على 7 إذا تحقق الشرط : مهما كان | 
العددان الحقيقيّان » و0 من 7 فإِن المتراجحة « > » تقتضي ١‏ 
()] > (ن)/ . 
أي إِنّ / يُحافظ على جهة المتراجحة بين » و«. 
نقول إن / متناقص تماما على 7 إذا تحقق الشرط : مهما كان 
العددان الحقيقيان » و٠‏ من 7 فإن المتراجحة ٠‏ > » تقتضي 
(00)/ < (نه)/ . 
أي إن / يقلب جهة المتراجحة بين 0 و٠.‏ 

نقول إن / متزايدٌ على 7 إذا تحقق الشرط : مهما كان العددان ْ 
وه من 1 فإِنَ المتراجحة « > » تقتضي (0)/ > (0)/. 
الخط البوائي؟ للذايع /. صباعد ولكن: قد .يعتري على #مساطب» 


و مون هى 


أفقنّة. 


يها 


ويكون. “/ عتتاقصا على , إذا تحذق. الشررط : .مهما كان. العددان 
» وه من 7 فإِنَ المتراجحة ٠‏ > » تقتضي (0)/ < (0)/ . 
الخط البياني للتابع 01 هابط ولعن قد يحتوي على ”(مساطب»» 


كه مو تن هم 


اففية. 





- 








في حالة تابع تآلفي (أفيني ) 60+ نمه - (2)/ ,12 + 1 : ثرء لدينا الحالات الآتية : 
ف إذاكات 0حد هن كان متزايدا تماما. 
5ه وإذا كان 0 > © كان تافص تقاماء 
ه وإذا كان 0 - ه كان / تابتآء أي يأخذ القيمة نفسها مهما كانت قيمة المتغير. 





9 لإثبات أن تابعا متزايد تماماء نضع المتراجحة ٠‏ > هه التي نسميها فرحباء 3 بالاستفادة من 
الفرض تبرهن صحّة النتيجة (م)ر > (/6/ . 


5 لنتأمّل حالة 0 < هم. ليكن » وه عددين حقيقيين كيفيين يُحققان 
ه > سء لمُقارنة المقدارين (0)/ و(0)/ نحسب الفرق كما 
تسيا بيبانا : 

(6 د بيه) - (6 ل رون) 
0 < (نه - ه) .ه 
حش ا 


<0 <0 


زم[ - (ن)/ 





إذن الشرط « > » يقتضي (0)/ > (00)/» والتابع / متزايدٌ تمامأ في هذه الحالة. 


5 وبالمتل في حالة 0 > .٠‏ إذا كان » وه عددين حقيقيين كيفيين | 60- م 
يُحققان ٠‏ > ,هء كان: 
0 
0 > (نسح د س) مه ع (بار - (ن)ر 
سسا لهي 


0 0 >00 <0 


إذن الشرط « > ؛» يقتضي (0)/ < (0)/» والتابع / متناقص 
تمامآ في هذه الحالة. 


ه أمّا في حالة 0 - ». فالتابع ثم يأخذ القيمة ‏ أيَآً كانت قيمة 











قم النانمدء /# و و الاتيين : 
+ > (ه) ربا ج ] مهد ,0] : ري .و كنات ر(م)وبع ج [0رهه-] :و 
أثبت ما يأتي : 
© التابع م تابعٌ متزاية تماما. 
© التابع و تابعٌ متناقص تماما. 





الحل 
© ليكن » وه عددين يُحققان « > » > 0» والمطلوب هو المقارنة بين (0)/ و(0)/ أي بين 
العددين “ه و 5.ه. ولكن لدينا (م + 1)(ه -ن) - شن 2 وهنا نلاحظ ما يأتي : 
٠‏ نستنتج مباشرة. استنادا إلى الفرئض « > /«ء أَنّ 0 > ٠ه‏ - ه. 
. ولأنّ .ه > 0 وه > 0 استنتجنا أن 0 < ن دن. 
وبناء على قاعدة الإشارات نجد 0 > ٠(‏ + ن)(ن - .ن) أي ا" 
بذا نكون قد أثبتنا أنه مهما يكن » وه من ]0ه +,0] فالشرط ٠‏ > » 


يقتضي (0)/ > (0)/ء وهذا يثبت أن التابع ثم متزايد تماماً على 
المجال ]مه ,0]. 





© ليكن » وه عددين يُحققان 0 >« > »ء والمطلوب هو المقارنة بين (9)0 و (0)0 أي بين 
العددين 2 و 2ه. ولكن لدينا مُجدداً (ه + .)(» - .) - ٠2‏ - 2,ه ونلاحظ ما يأتي : 
ه نستنتج مباشرة» استنادا إلى الفرض +« > :»ء أنّ 0 > ه- به. 
ولأنٌّ 0 > ه و0 ٠>‏ استنتجنا أن 0 > ن د ن. 
إذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد 0 < (ن + ن)(ن دن) ع 4ن ثن 
أي ري د “روه 
فنكون قد أثبتنا انك عيبا كن 8 هن |[0,مه-] فالشرط ٠‏ > : 
يقتضي (0)0 < (0)0» وهذا يثبت أن التابع 0 متناقص تماماً على 
المجال [0,مه -[. 





- 








70 هه 0 ه 
[>*ة تحدووجم 


© تجد في الشكل التالي» الخطوط البيانيّة لتوابع /ر وم و« ور و و مُعرفة على مجال 7. 
بين أيّها متزايدٌ تماماء وأيّها متناقص تماما وأيّها متزايدٌ وأيّها متناقص وأيّها لا متزايدٌ ولا 








© لنتأمّل التابع و4 - كج برجن : ثر. 
© أثبت أن م متزايدٌ تمامآ على المجال ]مه-+,2]. 
© أثبت أنّ / متناقصٌ تماماً على المجال [2,مه-[. 


© لنتأمل التّابع + ب # : م المعرف على 120407. 
7 
© أثبت أنّ / متناقصٌ تماما على المجال ]مه--,0[. 


ع 


© أثبت أنّ م متناقصٌ تماماً على المجال ]0,مه-[. 





يه 1* 1 ل .د ال 0 يس 0 عد ان : 
© لنتأمّل التابع ماهر المعردف على +1. أثبت أنّ ثم متناقصٌ تماما على 


0 


المجال مه ,0 |. 


© لنتأمّل التابع :/ه ب:* : م المعرف على ]00+ ,0]. أثبت أن / متزايدٌ تماما. 





- 








©© جدولاطراد تأنع 


التابع المطّرد على مجال هو تابعٌ متزايد على هذا المجال أو متناقصٌ عليه. أما دراسة اطراد تابع م 
فهي البحث عن المجالات التي يكون عليها التابع / متزايدا تماما أو متناقصا تماما أو ثابتاً. نلخص 
عادة هذه الخواصٌ في جدول نسمّيه جدول الاطراد. 





نجد في الشكل المجاور الخط البيانيَ لتابع / معرتف على المجال ؛ 
[25]. ظ 
نلاحظ من تأمّل الخط البيانيّ ,© النقاط التالية : 
5 إِنَ / متزاية تماماً على المجال [1-,2-]. ويبدأ التابع / 
بالقيمة 3 عند 2-  -‏ ليزداد إلى القيمة 4 عند 1 - 2. 
5 إِنّ م متناقصٌ تماماً على المجال [1,2-]. إذ يتناقص التابع / من القيمة 4 عند 1- - م 
ليصل إلى القيمة 1 عند 2 ح :د. 
5 إِنّ / متزايد تماما على المجال [2,5]. إذ يتزايد التابع / من القيمة 1 عند 2 - :م» ليصل 
إلى. القيمة 83 عند 5 7-7 . 
فى الحتينة يكن لخدن هذا الوضيف اإطرة ال ا يتك الحدول الت الذي فى درل إطراد 


التابع 1 : 
5 2 1- 5- 
(7)2/ 





ٍ 0 
89 مشر 


تأمّل الخط البيانيً للتابع / في المثال السابق وأجب عن السؤالين الآتيين : 





2 ماهي أكبر قيمة يأخذها التابع '/ على مجال تعريفه ؟ 


ماهي أصغر قيمة يأخذها التابع / على مجال تعريفه ؟ 





- 





|5 4ه 59 
7 تعريهم 
نتأمّل تابها .18ت 27 : ثر. ومجالاً 1 .جحترى فى 17 . 
5 نقول إنّ 114 هي أكبر قيم التابع م على 7 إذا تحقق الشرطان الآتيان : 
© أيّآْ كانت قيمة د من 5ء كان 14 > (2)/ . 
© يوجد عددٌ ه في 1 يحقق 11 - (4)/ . (أي إنّ / يأخذ فعلاً القيمة /3» أو يبلغها.) 


5 نقول إِنّ 7 هي أصغر قيم التابع # على 7 إذا تحقق الشرطان الآتيان : 
© أيَا كانت قيمة :ه من م كان 7< (22:ء 





© يوجد عددٌ 0 في 7 يحقق « -ح (6)/. (أي إن م يأخذ فعلاً القيمة 7: أو يبلغها.) 





أتاحت لنا دراسة تابع / تنظيم جدول اطراده المبيّن فيما يأتي : 
© عيّن انطلاقاً من جدول الاطراد ما يأتي : 
© مجموعة تعريف التابع / . 
© نقاط مميّزة يمرّ بها الخطّ البياني للتابع / . 
© دراسة اطراد التابع م . 
© أكبر قيمة وأصغر قيمة للتابع / . 
© انطلاقاً من جدول الاطراد السابق والمعلومات التي وصلت إليها آنفآء ارسم خط بيانيا 
يسك إل ين اليه ل 





0 
© نقرأ مجموعة تعريف / من الستطر الأول في الجدول فنجد أن التابع / مُعرّف على المجال 
|5,4-]. 
© ويفيدنا الجدول مباشرة في تعيين صور الأعداد 5- و1- و3 و4: 
3 -(5-)/ و0-(1ث/ر و4 ع-(3ق)/ و0 ع-(4)/. 
فالخط البيانيّ للتابع م يمر بالنقاط (5,3-) و(1,0-) و(8,4) و(4,0). 








© ونقر أ هخ الجدول.دراسة الاطراد الكالية : 
" التابع /, متناقصٌ تمامآ على المجال [1-,5-]» 
* وهو متزايدٌ تماما على المجال |[1,3-]» 
* ومتناقص تماماً على المجال [3,4]. 
© 
* أصغر قيم التابع / على [5,4-] هي 0 ويبلغها التابع عند قيمتين للمتغيّر :د هما 1- و24 
أمّا أكبر قيم التابع / على المجال [5,4-] فهي 4 ويبلغها عند قيمة واحدة للمتغيّر ‏ 
هي 1. 


© يُعطي اتجاه الأسهم في جدول الاطراد فكرة عن هيئة الخط البياني. وتفيدنا القيم المبيّدة في الجدول 
في القول إن الخط البياني يمرّ بالنقاط : (5,3-)4 و (1,0-)8 و (3,4)© و (72)4,0 








يوافق كلّ من الخطين البيانيين المبيّنين أعلاه جدول الاطّراد المدروسء وهناك بالطبع غيرهما لأننا لا 
نعرف قيم ()/ عند جميع قيم ‏ في المجال |5,4-] . 


2 5 
09 مح 


تأمّل الخط البيانيً للتابع / في المثال السابق وأجب عن التساؤلات الآتية : 





ء أصحيح أن 5 > (5)/ أي كانت قيمة : من المجال |5,4-] ؟ 
1 أيكون العدد 5 أكبر قيم # على المجال 5,4-] ؟ِ 

ء هل 1 < (#2)/ أيَآ كانت قيمة :د من المجال [5,4-] ؟ 
أتكون 1- أصغر قيم / على المجال [5,4-] ؟ 

أتكون 3 أكبر قيم / على المجال [1-,5-]؟ 





- 


2 يمس ادا البياني في الشكل المجاور تابعاً معرفاً على 12. 
من الواضح أننا لا نستطيع رسم الخط البيانيّ للتابع كاملا لأنّ 
المجال 12 غير محدود. في مثل هذه الحالة نصطلح أن التابع 
حت الراك يا يارب ليه حار الجر السرسر آنا درن 
اطراد / فهو 






















































































مل 1 0 








0 تجد في الشكل التالي» الخطوط البيانية لتوابع / و و5 معرّفة على المجال !| [1,3-] ح [. 
بيّن الصواب من الخطأ معلّلاً إجابتك في كل من القضايا الآتية : 





© التّابع مر ليس متزايدا تماماً على 7. 

© أصغر قيم التابع مر هي (1-)/. 

© أصغر قيم التابع مر هي (3)/. 

© أصغر قيم التابع و هي (1-)و لأنّ 1- هو أصغر الأعداد في 7. 

© أصغر قيم التابع و على 7 هي (0)3 لأنّ و متناقص تماما على 7. 
© أكبر قيم التابع / على 7 هي (3)/ ويبلغها التابع ' مرتين. 

© أصغر قيم التابع 7 على كل من المجالات 7 و[1,0-] و[0,2] هي 0. 














كته نزردات ومسائل 


38 نكامك فاكتة خطوط بيانية 4 و م ا : 





© اقرن كل واحد من التوابع م وو و« مع أحد الخطوط البيانئيّة ,© وي© وي©. 


© املا الفراغات في جداول اطراد كل من التوابع /ر وو و8. 


7- نتأمّل فيما يلي جدول اطراد تابع / : 


0 5 1 0 1 وج | 2 





حتاو "وار ان سر اميك ا رار 


© على كل من المجالات [3,7-] و [1,1-] و[1,7]» عيّن أكبر قيم التابع /ء وقيم المتغيّر ‏ 
التي يبلغ عندها هذه القيم الكبرى. 

© على كل من المجالات [3,7-] و [0,3] و[1,7]» عيّن أصغر قيم التابع /» وقيم المتغيّر ‏ 
التي يبلغ عندها هذه القيم الصغرى. 





- 





اس بدا © 


[6© كن نص الخطالياني اميل لاع ؟ 
ليكن / تابعاً معرفا على المجال [10,10-] - 7 . نفترض أنه مهما كان العدد الحقيقي ‏ 
كان 3 > ()/ > 1-» ونفترض أيضا أن حلول المعادلة 1 > (2), هي الأعداد 0 
و1ح نت و4 دم . ارسم» في مَعَلّم متجانس» خطاً بيانيًَ © يُمكن أن يمثل التابع /. 
99 غم اخل 
فهم السؤال 
لا تيج المعلومات المتوفرة عن /» رسم خطه البياني رسماً دقيقاء لأثنا ل نعرف قيم (2)/ 
عندما تتحوّل 5 في المجال 7 . ولكننا نعلم قيم ()/ في حالة 3- -ه أو 1 -ه أو4 ح به. 
ما عدا ذلك. يمكن أن يأخذ (8ه)/ قيما عديدة. وعليه فهناك العديد من الخطوط البيانيّة التي 
ترجمة الشروط المفترضة على / بيانيا 





/ التابع / معرّف على [10,10-] - 7» إذن في أيّ مجال تتحول :؟ الخط البيانيَ للتابع‎ ٠ 
محصور بين مستقيمين يوازيان محور التراتيب ويمر أولهما بالنقطة (4)0,0 ويمر ثانيهما‎ 
بالنقطة (2)0,0 عيّن © و6.‎ 

/ أيَآ كان ه من 7 كان 3 > (5)/ > 1-. نستنتج أنّ تراتيب نقاط الخط البيانيّ للتابع‎ ٠ 
محصورة بين عددين عيّنهما. يقع الخط البياني للتابع / بين مستقيمين يوازيان محور‎ 
الفواصيل,. اكتنا ميعادلة اكع من هذين  الممتتييين.‎ 

٠‏ حلول المعادلة 1 - (#8)ر هي 3- - ده و1- 2ه و4 - #ء إذن يمر الخط البياني للتابع 
يثلاث نقاطء ما هي إحداثيّاتها؟ 

٠‏ هل يقطع المستقيمٌ ذو المعادلة 1 -7, الخط البياني للتابع / في نقاط أخرى غير النقاط 
الثلاث السابقة؟ 

لاريم حك يد بيقن إن يع ثمّ ارسم أيضاً بلون شيط ان اخ بيقن ل يدن 
0 











639 نتن علىعاءت 
يبيّن الشكل المجاور وعاءً مؤلفا من مكعبين متصلين. طول حرف الأول 80 
سنتيمتراً وطول حرف الثاني 60 ستتيمتراً. نرمز بالرمزن ‏ إلى ارتفاع 
السائل في الوعاء مُقاساً بالسنتيمترء وبالرمز (17)2 إلى حجم ذلك السائل ” 
الست عت ساقت العم رن 11 يدولة اي كذ شير راكذا لكل 10 ”7 
سنتمترات على محور الفواصل» وسنتيمتراً واحدا لكل 50 ليتراً على محور التراتيب. 
99 مر اخل 
© فهم السؤال 
لنتخيّل أننا نملا الوعاء اعتباراً من 0 - 5. نعلم» بالطبع» أنّ حجم السائل يتعلق بالإرتفاع ‏ 
ومن ثم فإنَ الحجم ”1 تابعٌ للارتفاع . 
ماهي مجموعة تعريف /1؟ 
٠‏ أنستطيع حساب بعض قيم /1 ؟ احسب مثلاً (1/)0 و (1/)50 و (1”)80. 
بحنا عن طريق 
لين 17 ناه علي عجرضة 1200 1 كات فيه 0 رسن نا نيد الوعاء جد هر 
0 ح نو 








عندما يكون السائل موجوداً فقط في المكعّب الصغيرء في أيّ مجال تقع ,| ....!- 
قيمة + ؟ أحسب في هذه الحالة (2) 17 ما ْ 





» في أيّ مجال تقع قيمة د عندما يكون المكعّب الصغير ممتلتاً بالسائل وهناك سائل في 
المكعب الكبير؟ احسب (17)5 بصفته مجموع حجمين بسيطين. واستنتج عبارة (12)2 في 
هذه الحالة. 
اكتب النتيجة بالشكل التالي : 
في حالة |0,60] © يساوي ()1 كذاء 
فى جالة | 60,140] © 2 يساوي (17)5 كذا. 
أو املا الفراغ في الكتابة التالية : 
[0,60] © :5 2.. ح- 7 
| 60,140 > 2 :2 2.260 - (بهملماآ 
8 رسم الخط البيائئ للتابع /1 


يقودنا تعريف ”1 إلى تمييز حالتين» ومن ثمّ رسم الجزء الموافق للشرط: ‏ تنتمي إلى المجال 
[0,60] أولاء ورسم الجزء الموافق للشرط: ‏ تنتمي إلى المجال [60,140] ثانيا. ارسم الخط 
البياني للتابع /1 آخذاً بعين الاعتبار الواحدات المبينة في ذ نص التمرين. 


- 

















9© اللحشعنأكارقيمة لاع 
لنتامل التابع # المعرآف على 12 بالعلاقة 5 + 42 + 2 ع (ه)ر/ . 
© أثبت أنّ (5)/ يُكتب أيضاً بالشكل 2(2 - م) - 9 ح (ه)مر. 
© حل المعادلة 8 حرم . 
© أثبت أن 9 هي أكبر قيمة للتابع '/ على +1. 
9# غر اخل 
4 يجب أن نبرهن أن 2(2 - م) - 9 ح 5 + هي + 2ج . الطريقة هي أن نيدا من أحد طرفي 
المساواة ونجري عليه تحويلات لنصل إلى الطرف الآخر. وهنا يُطرح السؤال : من أي 
الطرفين نبدأ ؟ إذا بدأنا من الطرف الأيسر وجب أن نجد طريقة لإظهار مربّع كامل فيهء أمّا إذا 
انطلقنا من الطرف الأيمن فيكفي أن ننشره. فأيْ الطرفين تختار لتبدأ به؟ 
لديك صيغتان للمقدار ()/ . اختر المُناسبة منهما لحل السؤال الثاني. 
يجب أن نبرهن أن / يأخذ القيمة 9 وأن 9 > (0)/ أيّآا كان العدد ه. اختر الصيغة 
المناسبة للمقدار ()/ وأثبت المطلوب. 


كر أنجر البرهان واكتبة بلغة سليمة. 


6 في هذا التمرين نعطي الخد البيانيَ للتابع / » وَيُطَلبْ في كل حالة كتابة جدول الاطراد 
الموافق. 




















3 ا كلا ح ,للا . 
3--(4-/ و3 -(0/ و2 ع (4)/ وإذا كان 2 < نه كان 0 < ()/ . 
٠‏ جدول اطراد التابع 7 هو 


مل 7 0 م6- 5 


© الخط البياني © يمثّل تابعاً /, معرفاً على +1 ونعطي أن ١‏ 
0 ح (2)83.6. 
© اكتب حدول اطر اد 2.. 
© حل بيانيَاً كلا من المتراجحتين0 < (م)ثر و0 > ()/: 
واستنتج إشارة (0)/ تبعاً لقيم :. 
© حل بيانيّاً المتراحجة 2 < ()/ . 










© ادرس اطراد التابع 2-3 جم بج : ثم على المجال أمه+,0| ح [1. 


60 ادرس اطراد التابع 22-3 جاه :ثم على المجال | 0 ,60-| ح 7. 


9 نيكن / التابع المعرف على 1 بالعلاقة 
© اكتب (#2)م/ بدون استعمال القيمة المطلقة. 
© استنتج أنّ / متناقص تماماً على [0,3ه-[» وأنه متزايد تمامأ على ]0+ ,3]. 
© أتثبت أنه إذا كان 3 > # كان 1 < ()/ . 





6- 28| + > > رمال . 


© أثبت ت كذلك أنه إذا كان 3 < + كان 1 - (2)/ر. 


© حل المعادلة 1 - (#ر. واستنتج أصغر قيمة للتابع 1 على 18[ : 
© لماذا لا تقبل المعادلة 0 - (م)/ حلولاً؟ 


9 يعن / شيع د المعرف على المجال ]00+,3[ بالعلاقة -25- + 8- به - ()/. 








- 





ثبت أن 
































(ل©) حل معادلة من الدّمرجة الثانية 
© خاي ثلاني الحدود من الدمرجة اا وإشأمرته 
56 العلاقة بين امثال وجذ وم للانى حد ود من الدّمرجة الثانية 


ال» تطبيقات ونشاطات 








هناك العشرات من الرقم الفخارية الى تشير 
إلى أن البابليين كانواء قبل الميلاد بألفي سنة. 

دراية بدستور 0 المعادلة من الدرجة 
الثانية» هذا ما يؤكده نص بابليّ مكتوب باللغة 
المسمارية القديمة إذ تجدا فيه الل !! 111 ” 

“لقد جمعت مساحة مربعي وثلفي طول ضلعه شر هه 

قيم بابلى قديم مكتوب با به 

فوجدت (0:3507: فما طول ضلع مريّعي ؟» 0< علد سل وول ل 
ويصف بعدها خطوات الحل. 

ما محمد بن موسى الخوارزمي (780-850) فقد 15 المعادلة 
9 - 10 2ج كما يلق : نبدأ بمربع ظوول ضلعه « (ومساحته 2ه 
طول كل منهما :ه وعرضه 0 
بط كل من هذين المستطيلين 0 
ومساحة كامل الشكل تساوي م 252 + :نه. ومن 





1 1 











2 

٠ 2 : 5 28‏ 40 ين ىا 

نضيف مريعا حددذ| ا 6 فتكون مساحة المربّع المتمّم 
2 5 
10 ؟ 5-5 
2-5 وتلا ' 

هم 101 بم[ 10أو فى 101رى 
2 2 2 


إزن يساوي طول ضلع المربّع 8- 140+ وقيمة المجهول 2-8. 





المعادلات والمتراجحات من الدّرجة النّانية 
6 حل معادلة من الدّمرجة التَانية 


7 تعريفه 


نسمي ثلاثي حدود من الدّرجة الثانية كل تابع / يُكتب بالصيغة 





6 جد يوق + كبوه ع (جه)ر/ ,14 ع 1 : /ر 
حيث ٠‏ و ْ وء ثلاثة أعداد حقيقيّة معطاة و0 عد 6. 
ونسمّي أي معادلة يمكن أن تكتب بالشكل 0 - (5)رء حيث / ثلاثي حدود من الدرجة الثانية. 
معادلة من الدرعة زلثانية مهيولها بن 
اخاحن الفمدلة كدر رفير فون حم الأمداة ١‏ التي تمق سارك 0 كور في كن 
وجودها. رع لبك كل عدي مده الأعداد حلا أو جذراً للمعادلة. 


1ك الصيغة القانونيّة لثلائي حدود من المترجة الثّانية 


لنتأمّل ثلاثي حدود من الدرجة الثانية : م + هم + تبهه ح (م)ثم جابه. 


لمّا كان 0 عد 4» استنتجنا أن 





م 0 - ()/ ؛ ولكن 
0 0 





























1م 1 
حجري الحم وعد | د اب سددحء هد 
102 20 
0 : ام 
وذلك لآن د + نه هو مجموع الحدين الأول والثاني من منشور ا ٠‏ إذن: 
معد لها الطبى ]او اكب كف أظشبو) اه د ور 
هلد 445 20 0 465 20 
وهات 53 ا 0 -ب. كم 1 0 
40 20 101 20 





| ال | بغة الأخيرة لثلاثي الحدود () ل[ جم ريل صيعته القانونية. 





- 








اكتب ثلاثي الحدود من الدّرجة الثانية 1 + م + 22 - (ه)م ب مء بصيغته القانونيّة واستفد 


من تلك الصيغة لتثبت أن العدد هو أصغر قيم التابع م 








في الحقيقة لدينا 
02001200 اران 
2 2 
2 2 
كم |ذ| أذابع2ة تنواو- 
2 4 4 4 
اللل-اأاب-_- ل نبب سي اتا 





16 
إذن الصيغة القانونيّة لثلاثي الحدود 2 هي 
2 

0 1+ مه - رمام 

ه' [4 
7 وهنا نتذكر أن مربّع عدد حقيقيّ موجبٌ دومأء ولا يساوي الصفر إلا إذا انعدم هذا العدد. إذن 

مهما كان العدد الحقيقي :ه كان 0 < '[1-+ :ه)2» ومن ثَمَ 

1 


7 
3م 00 وار 





أي إن القيمة > هي أصغر قيم التابع م 


2 دس ]0 هه 
> تحاووم 


9 اكب ب اتصييفة القاتو ده تاذترات: الحد د من الذريحة الثائية الت : 





© 1 د42 اتج © ج6 ب تج 
© 1 لدجم نجس © 4 دج د32 
© 22-1 دثن © 6-جت ل شن 


)6 عيّن أصغر قيم التابع 8 د س4 ل كني جرجن. 


© عيّن أكبر قيم التابع بل عون عد #يوت: جا نوي 


- 








شح حل المعادلة من الذرجة الثانية 


تكامل ثلاثي حدود من الدرجة الثانية م ل يوق ل ذووج جر بر (0 عد ه). لقد رأينا أ الصيغة 
القانونيّة لثلاثي الحدود هذا هي : 


مولح كز 2 0 
تخد إ لبون 
41 20 





6 حم ب بوم ل دجوو 





يُسمّى العدد 406 - 52 مميّز المعادلة من الدرجة الثانية 0 -ء + بهم + 2:ده أو مميّز ثلاثي الحدود 
6 + بوم + 5ه . ونرمز إليه بالرمزن / ( يقرأ « دلتا»). عندئذ يكون لدينا 













م ١م‏ 
46 - 5ق حل ادم رز كك 16 1ن ان 
20 20 
" في حالة 0 > 3 يكون 2 سالباً تماماء وأيَاً كانت قيمة : كان ما بين القوسين موجباً تماماً 
40 
فلا تقبل المعادلة 0 -ء + :هن + 2م في هذه الحالة حلولا. 
2 





0 ً , 
+ م إه ده + صل+ من . ولاك 0 عج 0 » استنتجنا أن للمعادلة 
0 


0 دع ل يوق + 2نوو و وي حر حب 
0 


" وأخيراء في حالة 0 < 3: يكون 4/45(27) - 2 ومن ثم 





فإذا عرفنا : 


وجدنا 


(ونه ح به) (جه - مم)ن عع ل روج + تن:وو 


وك 0 عد ى4ء استتتجنا أن للمعادلة 0 م ب هم + 2ن جذرين مختلفين هما به و و2 ٠‏ 


- 











بذلك نكون قد أثيتنا الخاصّة التالية : 


لتكن المعادلة 0 م + هم + تمه (0 عد ه)ء وليكن مميزها ع4 - 55 - ل . 
فى كانه 0 يكن لون للماالة حدر 
" فى حالة 0 - 5 » للمعادلة جذر” وحيد _ ( يُسمّى جذراً مضاعقاً ). 
: 0 
" في حالة 0 < ل » للمعادلة جذران مختلفان هما 
دلا - فى دا م ل 


6 20 3 .: 20 


2 9 
89 مَك 


على ماذا تحصل إذا طبّقت العلاقتين اللتين تحسبان ,: وينه في حالة 0 - 25 ؟ أترى لماذا يُسمّى 


الي 2 حدر مطاف حنة 0 2 1 


20 


كل كل من المساد لاك الكنية 





© 4-0 بدهجقة ‏ كنس 





© هنا 4 د ء,3- ح ة,1 - و؛ و7- - 124 »4 3(2-) ح لل . ولمّا كان 0 > 28 استنتجنا أنه 
ين ليده المجادلة حلول . 


© هنا ل ري را لي ل يرا كر 0 - للى استنتجنا 
48 2 48 _ 
أن نبو اللعائلة عر امضاضا ل د دا 
12 210 


© هنا 4--ع,1- - ,ةق ح م. و49 - (4-)<<ا8ة »ا 4 1(2-) - لىم. ولمًا كان 0 < لل 
استتتجنا أن لهذه المعادلة جذرين مختلفين» هما : 
1-7 شلد ها 4 1+7 دادما 


1 -- كه‎ 52-25-1١ 
1 عي 958ي«0‎ 5 2 9*3 





- 





9 لين عن العنية. دوه استعمال. المعرر ل عند حل المعادلات من الارحة الانية, فعلى سيبل 
المثال تكتب المعادلة 0 -ح 5 45 بالشكل 0 ح رول - بو5()2ل + 2): إذن مجموعة 


وكذلك تكتب المعادلة 0 - 3# + 72 بالشكل 0 - (3 + 75):د» إذن مجموعة حلولها هي 


أه.ك-! -ى. 
1 
خا 


تأمّل المعادلة 0 د م ل يوق + 2يين (0 عد م)ء افتررض أزذة للعددية 0 و© إشارتين مختلفتين» ما هي 
إشارة المميّز 5 في هذه الحالة ؟ وما هي الخاصة التي تستنتجها بشأن جذور المعادلة ؟ 


م هه --- ه 
يذ تحدريبه 


© حل المعادلات الآتية دون استعمال المميّز: 
© 0حعدجت5 د كج © 0ح ونج 
© 40ل نج © 0ح 8#2-12)-1 
© حل المعادلات الآتية : 
© 6-0م6-ج ل دجن © 1-0-ج2 ددس 
© 0--6ىيق ل دن © 120-12-0 -3:2 
© 20-0- 7 ل 12ب © 0 -0.1 + 1.12 ل شو 
© 4-0 بد مول.ة ‏ تن © 0 - 3ل +1 + :(ة/. +  )0‏ تن 
© حل أيضاً المعادلات الاآتية : 
© 12-0 س7لهي - توق © 0 ودل.+بئق- 23ل 
© 2-2-0ج-22 © 272-15-4-0) 
© 1217-0 ل جوع ذبن 9 2-0( سعساة) 
© عين قيمة الوسيط الحقيقي «7 التي يكون عندها للمعادلة : 0 1- م7 + م)ي4 -25 جدر 





- 











© تحليل ثلاثي المحدود من الدمرجة الثانية وإشامرته 


كك تحليل قلاثي الحدود من الدروجة الثانية 


ليكن ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية م -ل :وم + “نهم ع (6)يم جات (0 عد م)ء ولتفتررحن: أن ممرز ه 
ممه - 52 -لى موجبٌ تماماً. لقد وجدناء عند إثتبات المبرهنة السابقة» أنه في هذه الحالة» يكتب 
تلد الخره افيد : 

ونه - 0ه)(ينه - نهاه ح (نه) / 
حيث. ,5 وود هما جذر| المعادلة” 0 --(0)ثر: وهذا ما يسمح لنا.يتحليل ثلاث الحدود. /. إلى جداء 


عوامل من الدرجة الأولى. 
أمّا في حالة 0 - 5 فيمكن تحليل / إلى جداء عوامل من الدرجة الأولى كما يلي : 
2 / 
حح ل نه إه ع (نه)/ 
20 
وأخيرآء في حالة 0 > 25 لا يمكن تحليل / إلى جداء عوامل من الدرجة الأولى. 


حلل كثير الحدود 2 + بو5 - 202 ح (2)5ء ثمَّ عيّن إشارته تبعا لقيم المتغيّر . 





هنا لدينا 2 - م,5- ح 2,5 ح م إذن 2172-9 4 5(5-) - ل ىء فللمعادلة جذران هما 


1 5-3 ةده 
ب يبيد 0ل 0 


قجة_كلد ده الى 
4 20 9 


ينفلك ي كما يلي : (2-م)| 2 - م |2 - (م)م. 


ولتعيين إشارة 7 ننشئ جدول الإشارات كما يأتي : 





إذن ()/ سالب تماماً على المجال ]1,2[ وموجبٌ تماماً على كل من المجالين ]00,3[ و]5ه--,2[. 





- 





ف إشارة ثلاثي الحدودت من الدرجة الثانية 
في الحقيقة يمكن تعميم المثال السابق كما يأتي : 





لنتأمّل ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية : م + بوة + 2بهه ح (م)ثم جه (0 ع م)ء وليكن ١‏ مميّزه. 
" في حالة 0 > 25»ء تكون للمقدار ()/ إشارة © نفسها أيَآ كان :ه من 1. 
# فى حالة 0 - شء تكون للمقدار (2)/ إشارةٌ 0 نفسها (إلآّ عندما 7 
1 0 
0 > (ه)ر ). 
" في حالة 0 << ثء تكون للمقدار (2)/ إشارة 0 إذا لم تقع 5 بين جذري “#» وإذا وقعت + 


بين الحذرين» خالفت إقاره نامر اقبارة 2: 


8 3ك 








" في حالة 0 > 5ء يكون لما بين القوسين :[ ]| إشارة موجبة تماما. إذن للمقدار ()/ إشارة » 
نفسها أيآ كان من 12. 

# في حالة 0 - 3» يكون للمقدار ()/, إشارة 4 نفسها أيا كان عد . 

3 في حالة 0 < ثء يكون (,ره -5)( - <٠)ه‏ ح (2)/ فهو جداء ثلاثة عوامل» أحدها ثابت 
©» وكل واحد من العاملين الآخرين ثنائيُ حدٌ من الدرجة الأولى»: فمن السهل دراسة إشارتهما 
تبعا لقيم :. فإذا رمزنا بالرمز , إلى أصغر جذري (5)/» وبالرمز (5)4جه إلى إشارة 0 
حصلنا على الجدول الآتي : 


(0)صعهةه 0 (ها)معه- 0 (2)0عه 











يُلخص الجدول الآتي المبرهنة السابقة 


0 





حل كاد ور الم اححتن : 
© 0< 2272 لد كبن 
© 0< 3 بد ج202 ب 2س 


© نحسب مميز ثلاثي الحدود 2 + 2 + 2 فنجد 4- - 4ء أي 0 > 4ء إذن ليس لكثير الحدود 
جذور. ولمّا كان 1 - م» أي 0 < 4»ء استنتجنا أن 0 < 2+ 2# + 2هء أيّآ كان العدد الحقيقي 2 

© هنا مميز ثلاثي الحدود 3 + 28 + 5- يساوي 16 - لك فللمعادلة 0 - 3 +28 + 5- جذران 
1 - ح إن و 3 ح ينه. ولمّا كان 1- ح 4ء أي 0 > 4»ء استنتجنا أن مجموعة حلول المتراجحة هي 
المجال [13-]. 


مشر -ا »م هه 
[ه* قحارووجم 


© حال كلا من ثلاثتنات الحدود الاتية إلى جداء صرب عو امل من .الدرجة الأول 
© 72+10 -2ث ح (نوار © عد وت 55ت ربوا 


© 4 + همه + 5هوة- ح (تار © 1+ م - شوغ - (م)ر 


© فيما يأتيء ادرس تبعا لقيم :ه إشارة ثلاثي الحدود المُعطى: 
© 2-2 + شب - (نار © 3-جه لس تو ح (جمار 
© 4 دمه 4‏ ثج ح (بتار © 5-جس6 + “و ح (بجه)ر 
© حل كلاً من المتراجحات الآتية: 


© 24+2<0ة د تجن © 20>0 بج ب كج 
© 0 > (2 - ن)هنه 9 0< 4+ شن 
© 0< 4-9« © 0>- 72 دج24 212 





- 





هبر هنة 
ليكن ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية م + :م + 2بهه - ()م ١+‏ (0 عد 4)» ولنفترض أن 
مميزه 446 - 62 - 2 موجب تماما. عندئذ يُحقق ,نه ور جذرا المعادلة 0 - (2)م/ الخاصتين 


- 


الاتيتين: 
0 

ساس ح ونه لك ره و 0 - ح و2032 

0 0 
9 في الحقيقة» لقد رأينا أنه في هذه الحالة تتحقق المساواة (يه - )( - )م - (0)/ أيا 
كانت قيمة . وبالنشر نستنتج أن 

ونه :02 حل :(ورة + بنه)ه - كبو عدن ل روم لد نون 
ولأنّ هذه المساواة صحيحة أي كانت قيمة :#» كانت صحيحة في الحالة الخاصة 0 - #» وهذا يعني 
أن ههه -عء أو ك ح ره . إذن أيّا كانت قيمة ”م : 
0( 
د(ينة + برجه)ه - بوم ح :وز د 2ن:ون 


ذا حسما بيدا | كا رشتين يد ا ري لور شاك ود 
/4 


2 0 
09 مر 


تأمّل المعادلة 0 -ء + بهة + 2ه (0 عد 4)؛ وافترض أنّ مميّزها م40 - 52 - 2 موجب تماما. 
لقد وحدت :سابقا صيغة كل من .حذريها به و 25 ٠‏ احسب باستعمال هذه الصيغ المقدارين وك حك ,30 
31212 واستنتج برهانا آخر للمبرهنة السايقة. 


2 
09 محر 


فى حالة 0 - 5» تُعطى العلاقات 5- ح ينه - ,. وهذا ما يجعلنا نقول إن للمعادلة جذرين 
, : , 


متساويين» أو إِنّ لها جذرا مضاعفا. هل تبقى صيغة مجموع الجذرين وصيغة جداء ضربهما المبيّنتان 


سابقا صحيحتين عند تساوي الجذرين ؟ 





- 











نتأمّل المعادلة من الدّرجة الثانية : 
م - و/ء هد تبن 
نللاحضز أن 1-1 00 أي إن إشارتي العددين 0 و6 مختلفتان» فلهذه المعادلة جذران 
5 ختلفان 2 ف ونلا كيف نحسب المقدار + 5 ح لم دون حساب الجذرين 0 
0 سس > 
في الحقيقة» لمّا كان كل من ,:ه و به حلا للمعادلة المعطاة كان 


0/9 ل و9 ح دبو 
المخدعو 


ا د + ننس ح 4م 


ولكن نعلم أن 25-0 ونه + :2 . إذن ديد وي كنود ره كن 
0 


2 0 7 35 
©ذ تدرب 


3 ََ 3 
0 توئق ا 0 - 6+ ه55 - 5. ما مجموع جذري هذه المعادلة ؟ وما جداء 
ضربهما؟ استنتج ج الحل الآخر. 





© تودّق أرك 1- هو حل للمعادلة 0 -8#2+2ة + #2. ما مجموع جذري هذه المعادلة؟ وما جداء 
ضربهما؟ استنتج ج الحلّ الآخر. 

© لتكن (2) المعادلة 0 ع مم دج ل 22. 
© كيف نختار العدد الحقيقي +7 كي يكون العدد 1-  -‏ جذراً للمعادلة (7)؟ 


انح لجار الآخر. 
4 في حالة كل من المعادلاات الاتية أوجد أحد الجذرين ذهنياء واستنتج الجذر الاآخر دون حساب 
المميز: 
© 0ح م دج دجس © 0 حت ب ج22 د 2و3 


© 0 -10-ج32 لد كن © 0 -4 دبجيق5 ل كج 
© م -4 -يوولء - بن © م 15 يول + 02 


© جد العددين الحقيقيّين 77 و 7 لتكون المعادلتان الاتيتان متكافئتين. 


20 ووه سه جوورو ب تيو .ىق 0 رو سد نوز مل )نب خرويز 





- 





6 تطبيقّات ونشاطات 


7ك تطبيق : الإرث 


يمتلك رجل قطعة أرض بشكل مثلث 480 قائم في 0» وطولا ضلعيه القائمتين [0 ] 
و[80] يساويان 80:32 و 40202 بالترتيب. أوصى الرجل أن يتقاسم أولاده الثلاثئة عادل وعدنان 
وعمار هذه الأرض على الوجه الآتي : 

يأحد عدل. الاين البكرء جزءا من قطعة الأرض بشكل مستطيل أحد رؤوسه 06 ويقع 

رأسه المقابل على الوتر [48] وتكون مساحته أكبر ما يمكن. ثمّ يختار عدنان إحدى 

القطعتين المثلثتيّ الشكل الباقيتين» ويأخذ عمارٌ القطعة الأخيرة. 








طلب من عادل تنفيذ عمليّة توزيع الحصص. فكيف نساعده على تحقيق ذلك ؟ 





بداية نلاحظ أن اقتطاع عادل لقطعة أرضه المستطيلة يمكن أن يجري بطرائق عدّة: كما يوضّح 


الشكل: فكيف يختار عادل أكبر هذه القطع مساحة ؟ 
8 78 78 

77 
م 60 4 0 4 0 
يتعيّن المستطيل المنشود بمعرفة طول أحد ضلعيه» ولكن قبل 


المستطيل الذي يرمز إلى أرض عادلء وسنرمز بالرمز ‏ إلى طول 
القطعة |07]. 4 10 0 








لما كان المثلثان 527 و 480 متشابهين» لتساوي زوايا الأول مع الزوايا الموافقة من الثاني» 
استنتجنا أن 
7 8# ) 87 2ه - 40 





مم مص 53> نه 40 
وهذا يعطي طول الضلع الثانية [57] للمستطيل 0277 بدلالة #ء إذ نجد (به - 2)40 - 27 . 








وعليه إذا رمزنا بالرمز (4)8 إلى مساحة المستطيل 07227 بدلالة المتغيّر 2 كان 
د80 + 2و2- ع (ه - 40 ) :2 ع "ا . ”0 ح (ه)كل 


ا ولكن هذه معرفة قديمة بالنسبة إلينا! فالتابع ()4. #0 هو تابعٌ حدوديٌ من الدرجة الثانية 

وهو موضوع بحتناء فلماذا لا نستثمر هنا ما تعلمناه ؟ 
لنبدأ بكتابة 4. بالصيغة القانونيّة عن طريق الإتمام إلى مربّع كامل كما يأتي : 

0 + *(20 - ه)2- ح (400 - 00ه + ووه 2م) 2- ح (م)ا 
واضحٌ أنّ 0 > '(20 -2)4-» فيكون المقدار ()4. أكبر ما يمكن عندما 0 - “(20 -)2-» أي 
0 -ح نهء وعندها 800 ح (4)20 هي أكبر قيمة للتابع 4 . 
إن يحصن عاتن عن اكير المتشلياات عياحة هيدنا 
0 عجو ع "زر و 4022 ح (ب - 2040 ح زيل 

وتكون مساحة قطعة أرضه 800222 -ح 40 »<20: وهي نصف مساحة "420 . 


نا قلعن اررض المنسان فييا طبر ف ؟ ومصاحة كل عنيها 
تساوي ربع مساحة )2 4 2 (علل). 


2 5 
89 مش 


الخياو الصعييه : تخيّل أنك باحث عن الذهب. تريد شراء قطعة أرض يمكن أن تكون غنيّة بعروق 
الذهب» شريطة أن تكون على هيئة مستطيل محيطه معطى ولنقل م2. يعرض البائعغ عليك 
عدة قطع أرض متساوية السعر ومحيطها 25. تدرك على الفور أنّ من مصلحتك الإجابة عن 
السؤال الآتي: 
بين جميع قطع الأرض المعروضة:» قطعةً مساحتها أكبر ما يمكن ؟ ما أبعادها؟ 








© ترمن بالرمر + إلى احم يعدي الممقطيل. يدق أن حساحته تعطى بالعلاقة : 
وم نك #روت كت (2) 5 
© اكتب ()5, بالصيغة القانونيّة. عند أي قيمة للمتغيّر 2 يكون (5)5, أكبر ما يمكن. ثمّ احسب 
بُعدي المستطيل الموافق. 








مزؤتخر - »ع هه 7 7 


لنتأمّل المسألة الآتية: أيوجد عددٌ حقيقي يكون مجموع مربعه ومقلوب مربعه مساوياً 6 ؟ 
تؤول هذه المسألة إلى حل المعادلة : 6 - ل + نه في [12510» وهي تكافئٌ في المجموعة 
50 
نفسها المعادلة (2) الآتية : 
0 1+ ثيهو 6‏ كج )77( 
المعادلة () هي معادلة من الدرجة الرابعة» تسمّى معادلة مضاعفة التربيع» إذ لا تَضّمُ سوى 
الحذين و و22 والحد الثابت. 
© حل المعادلة (77) 


ع 


© أثبت أنه إذا كان ,د حلا للمعادلة (77)» كان 2 - ,؛ حلا للمعادلة (/7) التالية 
0ع بد ع6 ب م 6029 
© بالعكسء أثبت أنه إذا كان العدد الموجب : حلا للمعادلة (/5)ء كان ,ل ح ,به 
ول ح بده حليْن للمعادلة (78). 
© أوجد إذن حلول المعادلة (7). 


9 لحل معادلة مضاعفة التربيع» نستعمل مجهولاً مساعداء فنضع 2 -#. 


ُ 
© حل معادلاات ومتراجحات مضاعفة التربيع 


حل كلاً من المعادلات أو المتراجحات المضاعفة التربيع الآتية: 
© 12-0 د72 كج رك 0 -1+ تو - 4م 


© 0 -1 ب 222 ب كن © 2-4<0جة ‏ ذج 
© 0< 6ب موق ذجر © 00> و9 1022 - كج 











كيه نردات ومسائل 





62 نجد في الشكل المجاور: قطعا مكافتئاً 2 معادلته في معلم 


- 


أوجد إحدائيّات نقطتي تقاطع الخطين 72 و4. 








5 نتأمّل ثلاثي حدود من الدّرجة الثانية ع + بوم + بهم ح ()م جدتء (0 عد م). 
© احسب بدلالة » وه و» المقادير الآتية : 
# (0)ص 
ب4 2ص - 0م 


يي 06صه- 1ص + 0م 
2 


© المنحني المبيّن في الشكل المجاور هو الخطّ البياني لتابع ثلاثي حدود 
من الدرجة الثانية م ل :هوم + ©بهم ع (ه)م جام معرآف على «1. 


عيّنْ » و5 وء مستفيدا من المعلومات المتاحة في التمثيل البياني. 








[6 ادرس اشازة كل هن كتير ات الحدود الآتية تبعا لقيم 04 


0 6س يوس درت زرواار 02 “و مك و ب 3 كت هر 
© 1+س + تسد د رهم © 1-0 مولامل تو مار 





© ند كلا من المثر حاف الأية: 


15ج 1 د 3ه © 0< "دوق ثجن 
© 2:0 18> وعد كرووت © 0 > (ن - )3 
© 96ت ين < بؤو2 © 0 > (ق5 + #)(3 -:2) 





© أوجد الأعداد الحقيقيّة 7 التي تجعل ثلاثي الحدود «, - 2# + 2ه ح ()م/ سالب على 18. 











0 0 حك 
69 حل متراجحة دق عيفد ني 8+ :هه 


/ سد وواع 0 ل بوم 





حك افر احنة ‏ ار لتر مستت 


9 غر اخل 
4 من المفيد» قبل حل متراجحة» تحديد قيم : التي لا تكوّن وضوحاً حلولاً لها. لماذا لا يمكن أن 
يكون العددان. اسح ين و ودس حلين المثر اححة 1 ؟ 


إذزن سنحل المتراجحة (7) في المجموعة [1,2-/120. 








4 لحل متراجحة من الشكل ()8 < ()4.. من المفيدء عموماء كتابتها : 0 < (8)5 - (4)2 . 
ليس من السهل معرفة إشارة فرق. لذلك نختزل الكسر بإرجاعه إلى مقام مشترك. 


أثبت أنه على [1,2--111» تكافئ المتراجحة (7) المتراجحة 


62-32-38 
7 الس دض 
لنضغ 
د 3ح 
معللخلالبلبطل ح (بو)ر) 
(2 - ت)(]1 + ها 7 


شه ار 0ن مترية هار نيط و سار الشقاء' رلا كان امنا كروي اماد على 
هيئة جداءع. ور إشارته من إشارة الحدين (2+1) و(2-2). 

© اقارسة إثنانة بسط 621 و إشنارة مقامة: 

© الطريقة لتحديد إشارة (0)2 تتمثل بكتابة جدول إشارات للبسط والمقام. افعل ذلك. 

© أعطٍ مجموعة حلول المتراجحة (7). 


4 أنجر الحل واكتبة بلغة سليمة. 











© 'كابة المعادلة الموافتة لمسألة 
نتبّت خيطأ طوله ه89 من طرفيه إلى مسمارين 4 و82 المسافة 
بينهماً رك 65 . 
يُطلب قبيان. إذ[ كان بالآمكان شة الخيط بطريقة تجعل المثلث. 468 َ 
قائماً في ©. ثُمّ أعد السؤال في الحالة التي يكون فيها طول الخيط مساوياً جه91. 
98 غر اخل 
4 بالنظر إلى الشكل نرى أنّ السؤال المطروح يؤول إلى معرفة إذا كان بالإمكان إنشاء مثلث قائم 
الزاوية يُحقق الشروط المطلوبة. نعرف من المثلث المطلوب طول الضلع 48.ء ونجهل طولي 
الضلعين 40 و 08. ولكنّ المثلث 4078 قائم» إذن هناك في الحقيقة مجهول واحد. 








لنرمز بالرمز :ه إلى 40 . عبّر عن '20 بدلالة :. 
4 بقي أن نعيّرء بمعادلة» عن كون المثلث 4078 قائماً في ©» وتبيان إذا كان لهذه المعادلة 
حلول. 
© اكتب هذه المعادلة ثم حلّها. 
© أيكون الحلان اللذان وجدتهما مقبولين ؟ 
© أعد الخطوات السابقة عندما يساوي طول الخيط دهع 91. 


كر أنجر الحل واكتبة بلغة سليمة. 





© يكن عددا حقيقيّاء وليكن / التابع من الدّرجة الثّانية المُعرّف وفق 
4 + م( + صم - نه د زمار . 
0 7 الى يكن اللبواينة كاري عند كن سني جنر رجي 1 اح عت هذا 
الجدرء 
© ما قيم :7 التي لا يكون للمعادلة 0 - (5)/ عند أي منها أي حل. 
© حل كلا من المعادلات الآتية: 





9 1.20 ب كيو عل 1د جوانة © 12 2-(3 1د جو )داه بجو )سد 2و3 
كك 2 
ل 5 ا ك2 اسطاسه 
1 ل 


1م 1د 0 30 6 9 2 0 1 
5 2 اجيج 2 ل بن 4 2-5 2 ل نر 




















([6 حل كلاً من المتراجحات الآتية: 
2 
لع انهه 2 








4 0 9 “زواعو ع “71 وت 
وص ل كج 
© 22+76 > (1 - ©)(ة + ا 42 و < كله 
7 حت 
69 كلا من المعادلات الآتية : 
© 1-0 تيير 5‏ 4ج4 © 0 - 1دقن ‏ كيد 
© 0ح و تبيعم ‏ كج © - 35-5 ته 
3 
© 122-16-0 4جند2- © 4-0 ب شجيتة ب كج 


699 حل كلاً من المعادلات الآتية: 
0 7:9 بج جواب. 4 ايد © 1ض ع 4 :نز له 
© 6-ج0 - 2-120ول © 3ج -ح 2-60 له 


لاحظ أن الشرط 6 - هل يُكافئَ تحقق الشرطين : (0 < 6) و (02 - م) في آن معا. 


11 كل 5 من المعادلتين الاتيتين: 
© 8 س2 ل جيه - 12ل بول © 8س ل شه ح 3 ل بق /ء. 


قل لاحظ أن الشرط 5/ - 6/ يكافئ تَحققَ الشرطين : (0 < 0) و (ؤ - ه) في آن معا. 


11 أبوحد هددان طبيعيان متتاليان جداء ضربهما يساوي 00 ؟ 


© في كل من الحالات الآتية» أيوجد عددان حقيقيّان ‏ و؛ يحققان 5 - ,+ م وط ح ربه؟ 
احسب هذين العددين في حال وجودهما. 








[© نتأئل نصف دائرة قطرها 15> قرعو كار كطدهن. القطعة 489 . 
نرسم نصفي دائرة قطراهما [411] و[148] كما في الشكل المجاور. 
ونضع :د - 41/1 . 
© احسب بدلالة ‏ مساحة السطح المحدّد بالدوائر الثلاث 5.. 
© أثْمّة تعيينٌ للنقطة 14 بحيث تكون النسبة بين 5. ومساحة نصف الدائرة التي قطرها [48] 





8 5 
25 59 25 





699 أرجذ جميع ثلاثيات الأعداد الطبيعيّة المتتالية التي يساوي مجموعُها جداءَ ضربها. 











4 5 5 7 00 
أل التوادع الحدودية من الدّمرجة الثان 
26 امع المقلوب 
© المستقيم الحقيتي والدائرةالمثاثية 
© السب الثاثية لعدد حقيني 





تعود فكرة قياس الزوايا بالدّرجات إلى البابليّين» فهُم مَنْ قدتم 
الدائرة إلى 36007» وربّما يعود ذلك إلى العلاقة الوثيقة التي تربط قياس 
الزوايا بعلم الفلك وإلى كون عدد أَيَّام السنة قريب من 360 يوما. 

معظم ما لغرفه عن لاا || لتي تطورت في 0000( 
اعبار من قبل د بداية 2 من قبل الأكاديّين دور من 
اببية. ركثه سارح وليل | 000 52208 

ل رك لفك ١‏ المكثوبة 1لا المسمارئة 030 المحنوى إلى أن 
تمكن العالم «أوتو نيوغياور» من فك شيفرتا فى 0011 ا 
الماضي. قد وجد 2 هذه الرقم تحلوي عليز نصوص وعلى جداول 
رياضيّاتيّة وهذا ما ألقى ضوءا جديدا على مُساهمة البابليّين في تطوير 
الرّياضيّات القديمة. 

يعود حوالي ثلشي الرقم المكتشفة إلى الفترة ما بين 1800 و1600 
قبل الميلاد. واستنادا إلى هذا المصدر الغنء عن الدرك لكل أن 1ك 
البابليّين الآن ادعاء الشبق بشأن شر 24 ات 3 00 
من الرقم على جداول تحوي مربّعات الأعداد من 1 وحتى 50»: أليس 
هذا أول ظهور للتابع التربيعيّ ! وهناك جداول تحوي مكعبات الأعداد: 
وجذورا تربيعيّة وجذورا تكعيبيّة. وكذلك عَيْرَ على جداول تحوي 
الأعداد ونواتج قسمة 60 عليهاء وهذا أوّل ظهور لتابع المقلوب!. 





ا 


التوابع المالوفة 


6 التوادم الحد ودئة من الدّمرجة الثانية 





لكل عدد حقيقي مربّع: فالتابع فو برع :// الذي يقرن بكل عدد حقيقي: مرئّعه معرتف على كامل 1. 
ولقد رأينا عند دراسة الاطراد في الفصل الثاني ما يلي : 

« إن التابع 2ه ب + : م متناقصٌ تماما على المجال [0,مه-[. 

» إن التابع 2م ب:* : م متزايدٌ تمامآ على المجال |مه+ ,0]. 





تابع التربيع متزايدٌ تام على الجال ] 00+ ,0 ] تابع التربيع متناقض تام على لمجال [ 0 ,0ه - [ 


ومنه نستنتج جدول اطراد التابع 2 ب : / حيث نلاحظ أنّ 0 - (0)/ هي أصغر قيم هذا التابع. 


ف مَعْلَم متجانس يكون محور التراتيب محور تناظر للقطع المكافئن 2»72 
ذلك لأنه أيَآْ كان العدد الحقيقن #ء انتمت النقطتان (2د,نه)11 
و(2,-1» المتناظرتان بالنسبة إلى محور التراتيب» إلى القطع 
المكافئن 7. 








- 





فح التابع من الدرجة الثانية 


ليكن ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية : ع + :دم + “نمه ع (نه) ,1 + 1 : / حيث ٠‏ و5 وء ثلاثة 
أعداد حقيقية معطاة و0 عد ه. لقد وجدنا فى دراستنا السابقة أنّ / يُكتب بالصيغة القانونيّة : 

6 - 2م 1 
40 





0 
0006 1 د رار 


نعم الشتركنة القالية كاسن اطراد القايع الترييي” على. التورابع من الدرية الذانية : 





ليكن ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية : ع + ن:دة + “نمه ع (م)ر ,8 + 18 : / (0 عد ه). 
© في حالة 0 < م 
* التابع / متناقص تماما على المجال |ل.-,مه- | . 
* التابع / متزايد تماما على المجال |0ه+ ,2- |. 


* التابع / متزايدٌ تماما على المجال | ل ,مه-| . 
التابع /, متناقصٌ تماما على المجال|مه+ ,2 ]. 








حك اشام - 11 هي أكبر قيمة يأخذها التابع / . 
9 لنثبت على سبيل المثال حالة 0 < 0» تاركين الحالة الثانية تدريبا للطالب. 


ه ليكن .هه وه عددين من المجال رمه ]| يُحققان ه > »ه عندئذ لمقارنة (0)/ و(0)/ 
نحسبء كما تعودناء الفرق بين هذين المقدارين : 
زع يط + شبمم) - زء + + تس ) ح (م)م - (0)/ 
(نه ح نها] + رثن - أن)ن - 


الجمج» إل - مه - 





- 





ولكنَ المقدارين » و( -0) موجبان. إذن إشارة (0)/ - (0)/ هي نفسها إشارة (2 +0 + )) وهنا 
نتذكر أنّ » وه ينتميان إلى [2-,مه-[ء أي لل > ٠‏ وظٍ- > نه إذن 
0 0 0 
سدح | _ سن ]سل | سش | >> (ه لل بع 
و > [مة | [عة-ا 
متناقصً تماما على المجال 2١‏ ,مه-| في هذه الحالة. 
ليكن ,+ وه عددين من المجال مه + , شه ] يُحققان 4 > إة ويحدنا أن : 


1 
ده > خاد 1 
0 





زناح 0ن د زد رج رار 


ولكنَ المقدارين » و( - «) موجبان. إذن إشارة (0)/ - (0)”/ هي نفسها إشارة (2 ٠+‏ + ؛) ولأن 


- [مة-|* [مة-ا 

لاح | لس | دل|]| ب ]جح ره ل بع 

0 20 20 
1" 0 < طب دن 2 أن 0 < زر - رس أو ()/ < (نم)م . وهكذا نكون قد أثبتنا أن 1 
متزايدٌ تماما على المجال |مه- ,2 - ] في هذه الحالة. 


#9 الخلاصة 

ليكن ثلاثي الحدود من الدرجة الثانية : ع د هم + 2بهه ع (م)ثر, ,1 + 12 : ثر (0 عد ه). 
* نسمّي الخط البيانيً للتابع / قطعاً مُكافتاً ونرمز إليه بالرمز 7. 
* فبئ. بخالة 0 < م» تكون فتحة القطع من الأعلىء ويبلغ / أصغر قيمه عند ل ح بم. 
* في حالة 0 > م» تكون فتحة القطع من الأسفلء» ويبلغ / أكبر قيمه عند لط ح بن 

ا ا 0 ”ص 

* في كلا الحالتين تكون 2-- -: هي فاصلة ذروة القطع م. 
* ويكون المستقيم المارً بالدروة موازيا لمحور التراتيب» محور تناظر للقطع 72. 


و 
89 مَك 


لثلاثي الحدود “/رء ثم احسب (/ + 8-) 











نتأمّل التابع المعرف على 12 بالصيغة 8 + م4 - 2بمه2- ح (م)م. 
© اكتب جدول اطراد /» وبيّن ما إذا كان يبلغ أكبر قيمه وعيّنها إن وُجدت. 
© عيّن محور تناظر القطع المُكافئن 7 الذي يمثل /ء وارسمه. 
© بيّن أن للمعادلة 0 - ()/ حلين» واحصر كلا منهما بعددين صحيحين متتاليين. 
© احسب (2)/ و(3)/ . ماذا تستنتج بشأن جذور المعادلة 0 - ()/ . 





© نلاحظ أن 3 +42 22 - (م)م هو بالصيغة + جم + تبهم - (©#)/ر حيث 2--م 
و4- - ث و3 -». ونلاحظ أنّ مُعامل الحدّ الذي يحوي 2ه هو 2- - ». ولأنَ 0 > 4 استنتجنا 
أنّ فتحة القطع المكافئ 7 الذي يمثل / من الأسفل. 

عد “عل وواقاف عق مد زب عل و د كينو ) ومح بق ند ووه “رووب ك زور 
إذن فاصلة 5.» ذروة القطع المكافئن 7» هي قيمة + التي تعدم المقدار “(1- 5)ء فهي 1 ح نء 
وترتيبها 5 ح 5 + 0 ع (1-/ ح ,. إذن ذروة القطع 2 هي (1,5-)5. 


ونرى أن للتابع /, جدول الاطراد الآتي : 
مل 1- م- 3 
5 ا ي” 


وأنَ / يبلغ أكبر قيمه وهي 5 عند 1- ح :ه. 


© محور التناظر 8 يمر بالذروة ومعادلته 1- -ح #. 

لرسم 2» نعيّن على الشكل النقطة 6, ومحور التناظر 5. ثُمّ نعيّن بعض 
النقاط المساعدة مثل (4)0,3 و(3-,2)01» ونعيّن نظائرها © و7» بالترتيب. 
بالنسبة إلى مخور التناظر 4 كه فصل بينها محترمين. الهيئة العامّة للقطع 
المُكافيع. 





© لما كان مميز المعادلة 0 - ()/ هو 0 < 40 ع م4 - 55 ا ثء فللمعادلة جذران. لنرمز إلى 
أصغرهما بالرمز ,د وإلى أكبرهما بالرمز ,. قيم التابع / موجبة (عكس إشارة 0) بين الجذرين 
وسالبة خارجهما. ولما كان 0 < 3 - (2-// - (0)/ استنتجنا أن يه > 0 و2- > ,2. 

وكذلك لدينا 0 > 3- - ()/ - (3-)/ إذن 1 أكبر من أكبر الجذرين أي ينه و3- أصغر من 


أصغرهما أي ب نستنتج أن | الأسرو صا ع يوق 11ب © ره 


- 








1-1 لمكم حادب 


ل 4 الى 
2 4 20 
والتحتق من النتيعة الشائقة يملاحظة أ فى عه 10 لذ د و 
© نجد بالحساب مباشرة أن مر و0> 2 -(2)م/ إذن |ك,1| © ,ه» وباستعمال 


تناظر القطع المكافئ نستنتج أيضا أن |هة_,3-] © ,:ه. 


ه داع . 
هذ تدرب 


© أكمل جدول الاطراد الآتي للتابع التربيعي: 2ه ب + : ثرء ثم املا الفراغ في المتراجحات التالية : 








© إذا كان 7- > 72 كان اه 
© إذا كان 5/9 خر ين كان ا0 0" 
© إذا كان 59 > « > 7 كان 2 ال٠صشظغ5”‏ 


© علل لماذا تكون المقو لات الكية خطأ : 
© إذا كان 1 > 2 كان 1 > 22. 
© إذا كان 0 < ه كان 0 > 2ت . 
© بيّن الصّواب من الخطأ فيما يأتي : 
© إذا كان 5 > # كان 25 > 22. 
© إذا كان 920/7 < + كان 28 < 12. 
© إذا كان “10 > 7 > 103- كان 1087 > 22. 
© نتأمّل فيما يلي التابع / المعرّف على 12 بالصيغة المعطاة. اكتب جدول اطراد /ء وبيّن ما 
إذا كان يبلغ أكبر قيمه أو أصغرها وعيّنها إن وُجدت. ثم عيّن محور تناظر القطع المُكافئن 7 
الذي يمثل #» وارسمه. 
© 3 - جه عد ذووفت- ح رزجو )زر © 1+سقة + 2ق ح (جعار 


© 22-3 ح (عار © فج - 3 ح (امر 
© 6 + ع4 - كن ح (بجوامر © 42+11 - ييه ع (جتار 





- 











06 تأبع المعلوب 


50 جنوس |أمك 1 
تامع المقلويم جربم 





لكل عدد حقيقي غير معدوم مقلوبء أمَا الصفر فليس له مقلوب. نستنتج أن التابع 2 +8 : / 
معرّف على اجتماع المجالين |6,0ه-]| و|هه- ,0] الذي نرمز إليه بالرمز *1. 
يكن دن المنارب 2عام:م/ المغرثف: على *18 الخامّتين القاليتين : 
٠‏ التابع / متناقصٌ تماماً على المجال |مه+ ,0[. 
٠‏ التابع / متناقصٌ تماما على المجال ]0,0ه-[. 





9 أيَآْ كان العددان الحقيقيّان غير المعدومين » وه كان 
/4 ره 1 1 
كحك الاوك رار 
21 8( 2( 
لنفترض أن « > » أي 0 < » - 0 ولنميّز حالتين : 
ء »اوه عنصران من المجال |هه+ ,10 .عندئذ يكون 0 < #8 . وبناءً على قاعدة الإشارات نجد 








لك , أي 0 < (0)/ - 7000 ومن ثْمّ (0)/ < (0)/» فالتابع /, متناقص تماما على 
]مه ,10 . 
ء » وه عنصران من المجال ]0,0ه-[. عندئذ يكون 0 < 0 أيضاً. وبناءً على قاعدة 


0 


الإشارات نجد 0 < 55 , أي 0 < (0)/ - (0)/ ومن ثم (0)/ < (0)/» فالتابع / متناقص 
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ثماما على |0,مه- ]| . 





تابع المقلوب متناقض ققاماً على امجال ] + ,0 [ 








- 





رمنه يشت جنول إطراة قن المناري ل ري ور 
4 

0 

اسل مس تت نمه 


يشير الخطان الشاقوليّان في الجدول السابق إلى كون تابع المقلوب غير معرف عند الصفر. نسمّي 
الخط البيانيَ /7 الممثل للتابع م قطعا زائدا. 





في مَعْلم متجانس يكون المبدأ 0 مركز تناظر للقطع الزائد )7 
ذلك لأنه مهما كان العدد الحقيقي غير المعدوم :هء كانت النقطتان 
(4,:ه)11 و (2-,:ه-) 4ل من /7» اللتين فاصلتاهما بالترتيب ‏ و:م-ء 
متناظرتين بالنسبة إلى المبدأ 0. 


2 5 
09 مح 


ه عندما يكون # موجباً و«كبيراً» يكون + قريباً من الصفر وتكون النقطة (14),2 قريبة من 
3 - 
محور الفوراصل: 


٠‏ عندما يكون © موجباً وقريباً من الصفر يكون 2 «كبيراً جداً» وتكون النقطة (14),4 «عالية 
4 ّ 





جدا» وقريبة من محور التراتيب. 
٠‏ الخط البياني لتابع المقلوب لا يتقاطع مع أيّ من المحورين الإحدائيّين. 





ادرس اطراد التابع م المعردف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة غير المعدومة بالعلاقة 


7 و د مع العم امرك 
لتاحارار راريه خطدائياتي كر عم متواس. 


لندرس التابع م على المجال [مه+,0[. نعلم أنّ التابع + به : م متناقص تماماً على المجال 
3 





|مه+,0[. وأياً كان العددان » وه الموجبان تماماً فإ 80> » تقتضي 2 <2 ومن نَم 
0 12 2( 


- > 5- (ضرينا بعدد سالب). إذن التابع / متزايد تماماً على المجال ]مه-+,10. 
7( 
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ونجد بالمثل أن 7[ تابع متزايد تماما أيضا على |0,مه-|. 








ومنه جدول الاطراد التالي للتابع /, : 


10717 


لرسم الخط البياني /7 للتابع /» نختار عليه بعض 
لنقاط مثل (4-,4) و(ه-,1) و(1-.8) و(4-ب4) 
ونظائرها د إلى المبدأ 5 نرسم الخط البياني بما 
بتفق شع .خدول الأطر اد. 








م ل » اه 
© تدرب 


© حل في مجموعة الأعداد الحقيقيّة 1# كلا من المتراجحات الآتية» ثم ارسم الخطّ البياني للتابع 
1 
5 ()/ + وتوثّق من صحّة نتائجك 
0 00 © 00 9 2-2--ج 9ح 
كد 1 4 3 
6 0 © 0 © 8 د عه 
4 3 25 


© ليكن / التابع المعرف على |00 ,2]| لا |0,2ه-| وفق الصيغة 1ه ح ()مر. 
© لماذا حُذفت القيمة 2 - # من مجموعة تعريف /. 
© ادرس اطراد م على كل من المجالين ]0,2ه-[ - ,1 و ]مه +,2[ - ,1. 
© اكتب جدول اطراد ا 
© خل المتراجحتين 1 < ()/ و1 > (5)/. 
© نظّمْ جدولاً بقيم (#)ثر الموافقة لقيم :د من المجموعة 1,0,1,3,4,5-]» ثم استفد من هذه 
الدراسة في رسم الخط البياني ,© لهذا التابع على [|2,5[ لا ]1,2-]. 
© ليكن / التابع المعرّف على ]0+0[ وفق الصيغة 2 + - (2). 
© ادرس اطراد 7 كر المجالين |0,1] ح ,7 و|مه+ ,1] ح ول. 


© استنتج أصغر قيمة يأخذها التابع / . 








و تس ابر 

.ب ور هوه ٠©‏ للها 0 ه أو ل 

© المستقي م الحميقَىُ والدائرةٌالمثلثية 
ل العلاقة بين المستقيم الحقيقيّ والسائرة المثلئية 
لنتأمّل في معلم متجانس دائرة © مركزها 0 ونصف قطرها ” يساوي واحدة الطول أي 


1 - 6. ولنتأمّل كذلك محوراً حقيقيّاً 4 مماثلاً لمحور التراتيب ويوازيه مارأ بالنقطة (4)1,0 كما في 
الشكل. 





ثم لنفترض أنّ المحور 8 مرنٌ ويمكن لفه حول الدائرة © كما يوضح الشكل. فتروح نقاط / 
لتنطبق على نقاط الدائرة ©. لمّا كان طول محيط الدائرة © مساويا +2» كان طول ربع الدائرة 
يونا > فالنقطة التي فاصلتها 2 على 8 ستنطبق على النقطة (8)0,1 من الدائرة 6. والنقطة 
التي فاصلتها 7 على 28 ستنطبق على النقطة (1,0-/4 من الدائرة ©. وبالأسلوب نفسه نرى أن 
النقطة التي فاصلتها - على 8 ستنطبق على النقطة (1-,7/)0. 

وهكذا نرى النقطة التي فاصلتها ه على المحور 4 سوف تنطبق على نقطة محدّدة تماما 11 
من الدائرة 6» وعندها سوف تنطبق جميع نقاط المحور 8 التي فواصلها من الشكل 1 ل مخ 


(حيث # هو عدد صحيح ما) على النقطة /1 نفسهاء لأنَ طول محيط © يساوي 27. 


لاحظ أنه عندما تتحرك النقطة التي فاصلتها ه على المحور 2 بالاتجاه الموجب تتحرّك 
صورتها 171 على الدائرة 6 بعكس جهة دوران عقارب الساعة. 


- 











نسمّي الدائرة» التي نصف قطرها واحدة الطول والمدرّجة كما 
شرحنا أعلاه حيث تكون جهة الحركة الموجبة عليها هي عكس جهة 
دوران عقارب الساعة»ء الدائرة المثلثية. 
















































































9 لنثبّت إذأ هذه الأفكار : نقرن بكل عدد حقيقيّ ‏ نقطة واحدة 14 من الدائرة المثلثيّة ©. نبدأ 


بتعيين النقطة 4 من هذه الدائرة ثمّ نميّز حالتين : 


حالة 0 < ”. ننتقل على الدائرة المثلثيّة بالاتجاه الموجب انطلاقا من النقطة 4, ونقطع مسافة 
قدرها ء (قد نضطر” للدوران حول الدائرة عدّة مراتء) فتكون النقطة 314 الممثلة للعدد 
الحقيقيّ ‏ هي النقطة التي نتوققف عندها بعد قطع المسافة المطلوبة. 
فمثلاً نقرن بالعدد 7 النقطة 0 القردة 28 ربع دائرة فطوله يساوي 25 أي > كما 


نقون بالسدذ. 0 النقطة ار وبالعدد ح النقطة “قر وبالغدد 2 النقطة '8 . 


حالة 0 > . في هذه الحالة ننتقل على الدائرة المثلثيّة بالاتجاه السالب انطلاقاً من النقطة / 
قاطعين مسافة قدرها |2|. 


فمثلاً نقرن بالعدد - النقطة /8 لان 5 - | وإذا انطلقنا من النقطة 4 متجهين 


بالاتجاه السالب وقطعنا مسافة قدرها فإننا نصل إلى النقطة '/8 . 





عيّردُ على الدّائرة المثلثيّة النقطة 34 الممثلة للعدد د الحقيقي 2 - به وكذلك النقطة 77 
المنة ا ام لتاب , 





- 

















الحلّ 





* لتمتيل النقطة 3 على الدلارة سيدا تلع ممباقة تله انطلاقاً من 


النقطة ل منسو.. كالاتساء الموجب للدوران. ومن الواضح أن 


قوساً من الدائرة طولها 27 تحوي عذة دورات. نقسم 621 على 


. 7000 21 
4 فنجد: 1 + 4< 155 - 621». ومن ثم فإن كسا 





ولكر المقدار 155 يمثل 77 دورةً ونصف الدورة. فإذا انطلقنا من النقطة 4 وقطعنا مسافة 
تعادل 77 دورة ونصف الدورة» لوصلنا إلى النقطة “4 » ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة بالاتجاه 


النوجب فنصل. إل النقطلة ار منقضصف القوس 2/77 


لتمثيل النقطة 27 على الدائرة علينا قطع مسافة انطلاقاً من 


النقذة ل سكحيين ااه السلب: للدوران. ويمالتحطلة |2 


كا مد وأت ج07 تمثل أربع دورات ونتصف الدورة. 


فعلينا الانطلاق من النقطة 4 وقطع مسافة تعادل أربع دورات 





ونصف بالاتجاه السالب فنصل إلى '4.» ثمّ نتابع فنقطع بعد ذلك مسافة 2 بالاتجاه السالب 
لنصل إلى النقطة 27 الممثلة للعدد - نلاحظ أنّ النقطة 37 هي أيضاً النقطة الممثلة 


للعدد 5. 
3 
شح الراديان واحدة جديدة لقياس الزوايا 


| 75 وهم 
تعري 


لنتأمّل نصفي مستقيمين (217] و (017]» لتعيين قياس الزاوية 7017] > 
ننشئ دائرة مثلثية © مركزها 0» فتقطع نصف المستقيم (017] في 
نقطة 4 ونصف المستقيم (/01] في 8 . وعندها نسمّي طول القوس 
8 من الدائرة المثلّثية قياس الزاوية 7017 مقدراً بالراديان. 








6 





وعلى هذا يكون قياس الزاوية المستقيمة 7 راديان وقياس الزاوية القائمة 7 راديان وهكذا . 





9 لنتأمّل قوساً ”8/ تقابل زاوية قياسها ه راديان من دائرة '6 
مركزها 0 ونصف قطرها يساوي 5 . إن '© هي صورة الدائرة المثلثية 
© التي مركزها © وفق التحاكي الذي نسبته . والقوس '4/8 هو 
صورة القوس 48 من © الذي يقابل أيضاً زاوية قياسها .ه راديان لأنّ 
التحاكي يُحافظ على قياسات الزوايا. وعليه يكون طول القوس 2/87 
مُساوياً لطول القوس 48 (أي ©ه) مضروباً بنسبة التحاكي (أي ). 


ل العلاقة بين قياس زاوية بالراديان وقياسها بالدرجاءته 








هناك تناسب بين قياسات الزوايا بالدرجات وقياساتها بالراديان» وعليه فإنَ زاوية قياسها *180 


تكافئ زاوية قياسها 7 راديان وزاوية قياسها ”45 تكافئ زاوية قياسها > راديان. 








يوضّح جدول التناسب أدناه العلاقة بين قياس الزوايا بالدرجات وقياسها بالراديان : 


اا الزاوية بلرديان _ | | © | 





-- بف 





© ما قياس زاوية مقدرا بالراديان إذا علمت أنها تساوي 200 ؟ 


اس ري عن باشريات 11 عست لها شبارى كك راديان ؟ 








150 
7 

20( <> 7 7 . 5 . . 

© في هذا السؤال» كام والعديرن كر اواو د 120 ح يم 
0 

5 5 5 277 05 .أ / 0 3000 / 
© في هذا السؤال» 2 ح » والمجهول هو 4, ومنه : /51*20 يع 22 د كب ح 4. 

يِ 5 





59 ل هه 0-3-0 ه 
آم 4*4 


© احسب طول القوس من دائرة نصف قطرها مده10 إذا غلم أنها تقابل زاوية مركزيّة قياسها : 
© بالدرجات : *90ء 1205» 1805. 


27 


70007 
© يالر اديات : حل حم حكدى. 1ه 0.2. 
بالراديان : 2,: 2., لت 1 


© ارسم دائرة مثلثية» وعيّن عليها النقاط 34 الممثلة للأعداد الحقيقيّة الآتية : 
4497 27 67 


0 0 © 2 مه 835 دم 
3 1 5 

7 سف ” © لك 1 7 ه 17 ان 
6 : 4 


- 





1 1 ف 2 3 
هك جيب عدت حقيقي واجيت تمامة 





لنتامل. فى .معلم: متجانين ذائرة مظنية. 6 .مركزها :6م اليكن. :< عفدا 
حقيقياً ولنقرن به النقطة 14 من الدائرة المثلتيّة كما في الفقرة السابقة. 
" نعراف جيب تمام ©» أو تجيب © ء بأنّه فاصلة النقطة 14 » ونرمز 
إليه بالرمز نه 5م» . 





* ونعرف جيب +« بأنه ترتيب النقطة 74 ونرمز إليه بالرمز 2 «نذه. 





5 كان العدد الحقيقي ‏ كان 1 -ح + “مزه + + “وم . 


9 في الحقيقة» نعلم أن إحدائيّات النقطة 14 الموافقة للعدد : هي ( :2 ستورته ومه ) . نستنتج من 
ذلك أن 
به كصذة + ن كوم - 01/12 


ولكن 1 - 074»؛ إذن 1 ح ب “مزه + 7 “وم . 


شك خواص أماسية لجيبى عصد حقيقي وجيي تفامة 
0 يَأ كان العدد الحقيقي + كان 0052 - (2 + به ) وم و2 ذه - [27 + به ) ذه . 


لتكن 14 النقطة الموافقة للعدد ‏ على الدائرة المثلثية. فتكون النقطة /314 الموافقة للعدد 
7 + هي النقطة 14 نفسها أي '14 -ح /1 . لأنّ قطع مسافة طولها +2 على الدائرة المثلثيّة 
يعني الدوران عليها دورة كاملة فنرجع إلى النقطة التي انطلقنا منها. ينتج من ذلك أنّ كلا من 
العددين #ومء و(ع2 + ه)وم» ل ذمك: 17 نفسها وعليه ومح - (2 + )وم . 

باسلوب ممائل تحد ١‏ كلا من العددية 2 5110 و(+2 + )دنه يمثل ترتيب النقطة لوعن 


:5112 ج (27 + ل 





06 












ع 


أيَا كان العدد الحقيقي + كان 1 > :52م > 1- و 1 > :د صيذةو > 1-. 


نعلم أن نصف قطر الدائرة المثلثيّة يساوي الواحد وعليه فإنَ فاصلة 
النقطة 4 تساوي 1 في حين أنّ فاصلة النقطة “4 تساوي 1-.ء 
وبملاحظة أنّ فاصلة أيّة نقطة من الدائرة المثلثيّة تقع بين فاصلتي 
ار اسششكنا | تأعيلة 5ه لعن الات : المتة محسيور: 


بين 1- و1 ومنه المتراجحة الأولى 1 > :هوم» > 1-. 


ع 


ونلاحظ بالمثل أن ترتيب النقطة 2 يساوي 1 وأنْ ترتيب النقطة “8 يساوي 1- ومن ثم فإنَ 
ترتيب أية نقطة من الدائرة المثلثيّة يقع بين 1 و1- وهذا ما يوصلنا إلى المتراجحة الثانية أي 


1 > 5112 > 1-. 
يا كان العدد الحقيقي + كان + 5م»ء - (2-) ومء و2 مذه- - (2- ) طرذه . 


نلاحظ أنّ النقطة 77 الممثلة للعدد الحقيقي - هي نظيرة النقطة 
7. الممثلة للعدد. 2 تالنسية .إلى .مهحور الفواصل ..فلهاتيق. النقطتين 
الفاصلة نفسها وترتيبان متعاكسان أي : 


05»© ع (تنهح )ومن و (2مزه- ح (توحا) زه . 





أيًا كان العدد الحقيقي « كان + 5مع- - (+ + 2) 5م ف نه مله ح (ع + ) طنذو . 


لتكن 374 النقطة الموافقة للعدد ‏ على الدائرة المثلثيّة. فتكون النقطة 
7 الموافقة للعدد + + هي النقطة المُقابلة قطريّا للنقطة /1. 
لأنّ قطع مسافة إضافية طولها + على الدائرة المثلثيّة يعني الدوران 
عليها مقدار نصف دورة. 


وعليه تكون إحداثيتا النقطة 27 هي (2 ذه -, 08 -). ومنه نستنتج 





أن تومه - ع عر + بجه)ومه و د صنة- ع زع ل به)رززه . 





- 











© يَأ كان العدد الحقيقي كان 2 ورزه- - (2 + نه) وم و:052© - (2 + نه) ذه . 
لتكن 134 النقطة الموافقة للعدد 2 على الدائرة المثلثيّة. فتكون النقطة 
7 الموافقة للعدد د هي النقطة الموافقة لقطع مسافة إضافية 


طولها 2 على الدائرة المثلثيّة وهذا يعني الدوران عليها مقدار ربع 





دورة. 
المثلث القائم الذي وتره 077 في الشكل المجاور ينتج عن المثلث القائم الذي وتره 011 
بدوران ربع دورة حول 0 . فإذا كان (2 2ذه,د ومه) هما إحداثيتي 74 كان (2 5م ,نه صنه-) 
هما إحداثيتي ١‏ . ومنه نستنتج أن 2 5112 - - (2 ل )ووه و 0 > (2 + نه نتذة . 
© يا كان العدد الحقيقي « كان © 2ذه - (:ه - )وم و:052© - (ه - 2 ) هذه . 

في الحقيقة» يمكن أن نستنتج هاتين الخاصتين من الخواص السابقة كما يأتي : ليكن # عددا 
حقيقيًا. نستنتج من © مطبقة على 5 -* بدلا من * أن 

! 7007 7 7 ٠ 7 

بحبح إن ) ررروح . 2ك الصواه ضح ل ) قوع حدح تزاقوة كك إحاك حت )8111 

(5- ممه - 5+ 2 - ممم و 2 - مادم - 5+ 2 - م 
أو :دومع - 2 - ه) له - و 1ه - 9 - )قم . ثم بالاستفادة من © نجد 


ا ! 7 
:2 05© ح (و - د و زه ح (ته - 6 








1 21 77 117 17 
ل ا ا 
1 01 51 6817 1057 
68 , دي دي دي د و 
6 47 717 97722 547 


© لتكن 17 النقطة مق الدائرة المثلثية © الموافقة لعدد <:. عيّن. على © النقاظ الموافقة للقياسات 
به-+ وبه دج وه - 2ء ثم اختزل الصيغة : 


(ه ح د ج9)وم»ه + ره ل جوم + زه ح عزوم ل توومن ع (2د) / . 


6 











ك5 التايعان صرذهو ووم» 


لقد عرفنا سابقا تابعين حقيقيّين جديدين» معرفين على كامل مجموعة الأعداد الحقيقيّة 12 هما تابع 
الجيب 2 مزه جاج وتابع حعيلب التمام 0 التجيب # وم جا جم:. سنحاول في هذه الفقرة دراسة هذين 
التابعين» لقد رأينا آنفأ أن هذين التابعين يأخذان قيمهما في المجال [1,1-]. 





9 1 | بالاستفادة من الدائرة المخلكتة أرق ندرس بسهولة اطراد التابعين 05 و5111 ل المجال 


.10,27[ 


عندما تتحول ‏ في المجال [0,2] من 0 إلى +» تتحول النقطة 
7 على نصف الدائرة المثلثيّة العلوي بالاتجاه الموجب من 4 إلى 
إن طون القريى "اقزر يجار 7 فإضلة النفة 11 شك 
من 1+ إلى 1--. إذن تابع التجيب تابعٌ متناقص تماما على المجال 
[0,72]. 


وعندما تتابع 5 تحولها في المجال [7,22] من 7 إلى 227 
تتحوّل النقطة 14 على نصف الدائرة المثلثيّة السفلي بالاتجاه الموجب 
عائدة من /4. إلى 4 » و تتزايد فاصلة النقطة 714 من 1- إلى 1ل. 





إذن لتابع التجيب جدول الاطراد التالي على المجال [0,2]: 


1 
الل 








ما تابع الجيب فيتبع تغيّرات تراتيب النقاط //. 


غتدما تتحول. 5 من 0 إلى + تقطع النقطة 7 ربع الدائرة 
المثلثيّة المحتوى في الربع الأول من 4 إلى 8 . ويزداد ترتيب 11 
من 0 إلى 1. 


الدائرة المثلّثية اليساري من 82 إلى /5ء و يتناقص ترتيب 14 من 1 
إلى 1-. 


وأخيراً عندما تتحول ‏ من “ إلى 227 يتزايد ترتيب /1 
من 1- إلى 0. فتابع الجيب متزاي تماماً على كل من المجالين 


أ[ ومتتاقص ماما على اد 








ا 
2 





و 














إذن لتابع الجيب جدول الاطراد التالي على المجال [0,2]: 


جلي ام 
ماد | ا 




















22 
689 مَك 


لاحظ أنه عندما يتحول في المجال [25,0-] متزايدا من 27- إلى 0» يتحول المقدار 
+ نه - + في المجال [+0,2] متزايداً من 0 إلى +2» » ولكن رأينا أن 





61 ح (ع2 ل 2)وم» ع :2 ومن 
وهكذا نرى أن الخط البياني لتابع التجيب 5مه على [27,0-] هو نفسه الخطّ البياني لهذا التابع على 
[0,27] بعض إخضاعه لانسحاب كما في الشكل : 





والأمر نفسه يسري على تابع الجيب <«ذه على [0,+2-]. نترك لك أن ترسم الخط البياني لتابع 
الجيب على المجال [27:0-]. 


د 
689 مَك 


كنا قد عرفنا جيب وتجيب زاوية حادة في دراستنا السابقة» فما علاقة هذين التعريفين بتابعي الجيب 
والتجيب اللذين درسناهما في هذا البحث ؟ 
لنتائل متلنا 60707 قائما فى 2 ند لنرسم كائرة متلئتة مركزها 6 
وبحيث تقع 1 على نصف المستقيم (07]. عندئذ يقطع نصف 
المستقيم (07] هذه الدائرة في /1 كما في الشكل المجاور. لتكن ,1 
المسقط القائم للنقطة 14 على (0/4]. عندئذ إحداثيا النقطة 714 هما 
(01,111). 
أي إذا رمزنا بالرمز * إلى قياس الزاوية 44014 بالراديان كان 
ر[() ع نووم و2 آالرلا ح :2 رازه 
ونستنتج من تشابه المثلثين القائمين 01,14 و 027 ومن كون 1 ع 014 أن 
007 01 7 1ر1 


7 ر و08 - سدح للد ح تو ومن و 27007 0ه - لح لك ح 2خ 111و 
00217 011( "01 0,11( 


تجيب وجيب زاوية حادة اعتمادا على نسبة طول الضلع المجاورة إلى طول الوترء ونسبة طول 
الضلع المقابلة إلى طول الوتر بالترتيب. 











- 








تيه غردات ومسائل 





ل رسمنا في معلم متجانس المنحنيات الثلاثة للتوابع الآتية : 
» التابع م المعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق : + -ع (2)/ . 
- التابع 9 المعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق : 2ه ع (8)و. 
النن ‏ البعرف و طل 0 عد نه وفق : 2 > ()1. 
بن الصوآب من الخطا في المقولات الاثية معللا إجابتك السقرحاة من الرسم البياق. : 
© إذا كان 2 < # كان 4 < 72. 





© إذا كان 4 < 2ه كان 2 < 75. 
© إذا كان 1 > + > 0 كان + > 22. 
© إذا كان 1- >2 كان 0 

7 


© إذاكان. 2 يهن > 71 كان. 4 عه ذبن > 1. 


© اذا عن لذب د ذ كان نوب ع بن . 
, 7 





3-7 في كل حالة من الحالات الاتية هناك إجابة واحدة صحيحة فقطء عيّنها 


0 أيا كان العدد غير المعدوم 4» فإِنَ “(20-) يساوي : 


0 1 م 401 ع 200 
© إن تحليل المقدار 4 + 8 + 32 هو : 
م4 22 مج لم (2 +2 د جة) © 22 +جم)3 


© إذا كان 3 > > 2- كان : 

هم 9> جم مي 9> تس >4 ذه م >4 
© التابع م المعرّف على 12 بالصيغة 5 + 35- - (5)/ هو : 

4 متناقص تماماً على ١.12‏ # متزايد على ]0ه+,5]. 2 88 متزايدٌ على [5,0ه-[. 
© التابع / المعرّف بالصيغة '(3 - ) - 4 ح (5)/ يقبل : 


© 3 قيمة صغرى. 4 قيمة صغرى. © 4 قيمة كبرى. 





- 








[6 فيما يلي عدّة مقولاتء» عيّن الصحيحة منها مُعللاً إجاباتك. يمثل القطع المكافئن 7 في الشكل 


المجارر ايها حدر وا امن الذرجة الناية. 

1 2 2 | | ]| اا 

© يمكن تعريف / وفق : 201 1 
© (1-+2()2-) 
© (ب + 2()2 - ]) ح (ه)ر 


-( 
) 
© 4-(6-4)- مر 





0 2ج دكن حب 





© يحقق كثير الحدود ما يأتي : 
0 قيمته الصغرى عند 0.6 - 5. 
قيمته الصغرى هي (0.5)/ . 
© أيَآ كان العدد > من المجال [0,1] كان 2- > (2م)/ . 
© با كان العدد م كان 0 < 2 + (2)/. 





- 


ا 0 7 + 4 ا 52006 و 5 


18 لوال ف جه الدع رار 
والعانة ‏ 


© التوابع المُشار إليها فيما يأتي معرّفة على 12. اقرن بكل منها خطه البيانيّ في الشكل الآتي: 
8 
© «- مو +بت- هم)م © و شتا - - رماي 


© «1(2-2-ه ) - رمام © 201 - (ت)ي/ 


9 18 11 1 











© لامسمية ع 
' اه 31 
رسمنا في معلم متجانس الخطوط البيانيّة الاتية : 11 مدن 9222 
3 الممثل للتابع # - 2ج جرب : ثر. 20 
0 1 
45 لسن الت الا ار 5م | 
بر 

0 الممثل للتابع 3ج برجن :د . 27 
© حل بيانياً كلا من المتراجحات الآتية : جا بر 

© ودمء4 وه راض د 4 

6 42 

5 ان مجر عه حاون انق جد الحاو ول ا ركفي 





99 غر اخل 
4 فهم السؤال. لا يمكننا في الواقع أن نحدد بيانيّا وبدقة إحدائيّات نقطة تقاطع منحنيين إلا إذا كانت 
هذه الإحداثيّات معطاة على الرسم بأسلوب دقيق لأجتر ك يمدالا لبن » كما هو الحال في هذا 
التمرين. اقرأ نقط تقاطع المنحنيات مثنى مثنى. 
البحث عن طريق. 
السؤال. ©. نهتة ألا بالمتراجحة الأولى أي 8 د« > 
لنحاول تعيين العددين 2 و3 + * على الرسم. نعلم أن 2 هو ترتيب نقطة /1 من المنحني 
© فاصلتها ه وأنَ 3 + هو ترتيب نقطة 77 من المنحني ,0 فاصلتها . فالمتراجحة 
08 > 2 تم تعني أن النقطة 34 واقعة تحت النقطة 7 . بِيّن ذلك على الشكل. 
ت ارسم باللون الأحمر جزء المنحني ,© الذي يجعل النقطة 14 تقع تحت النقطة 27» 
واستنتج مجموعة حلول المتراجحة الأولى. 
8 حن بأجلوب عمال العتر اححتين. المتددينين و اكتب فى كل مره مجترعة الحاول التى حيات 
عليها. 


ل م ما هي هذه المجموعة ؟ 


أ أنجر الحل واكتبة بلغة سليمة. 





- 


نكن قي تطية مسستيية طونيا 1101 راتكن 11 لتطتين النطية 
[48]. نرسم في جهة واحدة من المستقيم (,4) مربّعين طول ضلع 
الأوؤل 4714 وطول ضلع الثاني 711 . 
0 أتوجد نقطةء أو عدّة نقاط 14» من القطعة [478] بحيث يساوي 
مجموع مساحتي سطحي المربّعين المرسومين “ه65 ؟ 
© أتوجد نقطةء أو عدّة نقاط 27 » من القطعة [472] تجعل مجموع مساحتي سطحي المربّعين 
المرسومين أصغر ما يمكن ؟ 
9 غر اخل 
ف “فيهيع السؤال. نيت .هنا يمجموخ سباحتي. الفرتعين. المرسوميق. 'انطلاقا من النقطة ار .ومن 
الواضح أنّ هذا المجموع يتعلق بموضع النقطة 34 على القطعة [478]. لنضع إذن نه - 414/ 
و11> + > 0. 
٠‏ احسب بدلالة :ه مساحة سطح كل من المربّعين. 
٠‏ أثبت أن مجموع مساحتي سطحي المربّعين يعطى بالعلاقة :121 + :222 - 2:2 . 


لوال 00 يذول حل :هذا الب ال إلى بحل معادلة هن الدورجة الثانية, اكتيها كلها 








المؤال. © يول حك .هذا السوال. إلى كراببة اطراند ابم من الدرحة الكانية». ادروسه و اتج 
العا 


ر أغجر الحل واكتبة بلغة سليمة. 


9 عاب تسيية 


ليكعن + 55 ل المجال | 2-,ج | حل - - 2 ررزه . أحسب 2 وم» . 
غو اخل 
9 فهم السؤال 
٠‏ لتكن © الدائرة المتلقيّة. إن العدد 3 - بمررزة 
نقطتين من الدائرة ©6. وضعنا على الرسم النقطتين 
الموافقتين. 








- 











٠‏ نعلم أن |2-,-] © :ه. عند الانتقال على الدائرة © انطلاقا من النقطة 4 متجهين 
بالاتحاة السالب تحد أن مجموغة النقط 17 الموافقة لقيم هذا المجال هي القويين "1 . فإذا 
أخذنا بعين الاعتبار الفرضيّتين معاً استنتجنا أنّ النقطة ,14 هي النقطة المناسبة. 
# البحث عن طريق 
علينا حساب :6052 مع العلم أن - مجزة واف رداك ه. وعلينا إذن وفقا لنتائج 
المرحلة السابقة حساب فاصلة النقطة ,14 علما أنها سالبة» وأنّ 1 - + 2وم» + 2صنة. 
كر أغبر الحلّ واكتبة بلغةٍ سليمة. 


لتكن © الدائرة المثلتيّة. مثل على هذه الدائرة مجموعة النقاط (:«أه,:ه 0») 17 المحققة للشرط 








00 0 > 2- . ما الأعداد الحقيقيّة من المجال |7,7- | الموافقة لهذه لنقاط 171؟ 
0 الال 
تعني المتراجحة كلد > #ومه > 1- أننا نبحث عن النقاط 14 من الدائرة6 التي تقع 
فاصلة كل منها في المجال اقكد.-]. 


7 ارسم على [/44.] القطعة المستقيمة |77] الموافق للمجال للد خ_) على أن. تقون‎ ٠ 
3 النقطة التي فاصلتها <- و 7. النقطة التي فاصلتها‎ 
البحث عن طريق‎ 9 

٠‏ نريد تمثيل النقاط 14» من الدائرة ©» التي تقع فاصلة كل منها 
في المجال اخلد, 1 . ضع على الدائرة النقطة ,14 من القوس 
انك و اسل ران ين افر تك لشن بكرن كر مسبقطيا 
القائتم على محور الفواصلء ثم ضع النقطتين 747 من القوس 
2 وياد من القوس أ27/8 اللتين تكون 7 مسقطهما القائم 
على محور الفواصل. 


٠‏ لماذا تمثل نقاط القوسين ,14,11 و ,14,11 مجموعة النقاط المطلوبة ؟ 








- 





٠‏ علينا الآن تحديد مجموعة الأعداد الحقيقيّة من المجال [7,2-] الموافقة لنقاط القوسين 
السابقين. نبدأ بتحديد مجموعة الأعداد الحقيقيّة الموجبة من المجال [0,2] الموافقة لنقاط 
القوس و/1/1,1 . 
- ما العدد الحقيقي الموافق للنقطة ,14؟ وما العدد الحقيقيّ الموافق للنقطة ي/1؟ 
٠‏ استنتج أن مجموعة الأعداد الحقيقيّة الموافقة لنقاط القوس ,34,11 هي المجال | 2,22 |. 

د أيت يأسلوب مضائل. انطلاقا من. النقطة 4 ,بالاتجاه الشسالب: أ ججمورعة الأعداد الحقيقثة من 

المجال [7,0- ] الموافقة لنقاط القوس ,31,11 هي المجال 22,١‏ |. 

34 أنجر الحل واكتبة بلغةٍ سليمة. 


60 نين 4201 عرض طون صبلعةه متك 4 . ولتكن 14 نقطة من [45!ا 
ولد نقطة من [42] بحيث 21 - 414 . ثمّ لتكن 5 نقطة تجعل 
27 مستطيلا. 


يطلب تعيين 14 تجعل مساحة المستطيل 474277 أكبر ما يمكن. 


9 عن (48)] قطعة مستقيمة طولها «تكه 8» ولتكن 74 نقطة من [48]. 
ننشئ كما في الشكل المربّع 7/807 والمثلث القائم المتساوي الساقين 


7 . نضع 4131 - 2دء ونرمز بالرمز (25)/ إلى مساحة المضلع 
17 . 







































































© احسب بدلالة ‏ مساحة كلّ من المربّع 11807 والمثلث 4778 وشبه المنحرف 711102 . 
© استنتج صيغة ()/. 

© على أي مجال 7 التابع / مُعرّتف؟ 

© ادرس التابع م على 7» وعيّنْ أصغر القيم التي تأخذها مساحة المضلّع 48017/7.. 


357 إذا علمت أن ٌِ- 2 ده وأن را 2 فأوجد :دوم . 
: اس 1 اس 7 فأ . 
إذا علمت ان 0 ح 2 وم وأن [20-| © 2 فاوجد 2 ٠.5112‏ 


60 في كن من الحاللات ات عن على الدائرة المقاادة مجموعة النقاطا 74 الموافقة لمجموعة 
عٍِ 3 
الأعداد الحقيقية ‏ التي تحقق : 


0 > دمن > 0 © 1 > ججوم» > 


























©60 احبيب في نكل من الحالات الاتية القيم الدقيقة لجيب وجيب تمام الزاوية : 


ب ست سك | لست النسك 
1١1 6 1١ 6‏ 6 ]| 6 ]| 6 


2 | 52 | 92 | خلة | جلق8 
4 4 4 4 4 
7 47 217 8527 | 97 
3 3 3 3 3 
00 أقت صبخكة العلافتين. الانقين .وذلك: آنا كان العدد الحقيقيَ ‏ : 


00 2 و0» 72 رزه 2 ل 1 - [:ه 5مه 3 :هته ) ٠‏ 








© ( :2 مزه ِ- 21 005 ا 2)1 - (:2 مه 8112 لل 1). 


' 5 5 [5 
57 في حالة 0 ع :دومح نعرف كلل ح بو رروخ . 


0605 








1 


0» 46 





6 أفت أنه نا كان العدد الذي يحقق 0 عد دوم كان ح هن تويو + 1. 
© إذا علمت أن و تتشم الى |[2,0-| وأن 92- ح ددح فأوجد :د وه» و :د طنة . 

60 للإجابة عن الأسئلة الآتية» تمكن الاستفادة من الدائرة المثلثيّة أو من الخطين البيانيّين لتابعي 
الجيب وجيب التمام. 





© أوجد الأعداد الحقيقيّة :ه من المجال [+2,2-] التي تحقق ِ- 0 
© أوجد الأعداد الحقيقيّة > من المجال 7,21 ] التي دن - - 2 مذ ٠.‏ 
© أوجد الأعداد الحقيقيّة :ه من المجال |2,2- ] التي تحقق 0 < :هدوم» . 


4 أو جد الأعداد الحقيقية :2 من المحال | 27,37-] الذي 5 5 11120 







1 عيّن على الدائرة المثلثيّة © النقاط الموافقة للقياسات م وه + 5 وم +ج وهل» ثم 
لخدن الصيغة : - 2)صته + زه + م ) صته + [ نه + ع ) صزع + نه مزه ك1 | ون 

([ عيّن على الدائرة المثلثثة 2 النقاط الموافقة للقياسات اكد ونه + ج37 و2 - ع5 و نمء 
ثم اختزل الصيغة : (2 - هوم + (نه - م5 )ومه + (ه + +3 ) مزه + [ عة | ررزو كك اله 

َي عيّن على الدائرة المتثيّة © النقطة /1 إذا علمت أن 2 - همه و [2,0-] © . كُمَ احسبا 


كلا من : 51112 و[نه - )زه و[نه- )وم و( -ع)وم» و( - 2)مزة. 





- 


مبادئ في الاحتالات 











© عناصرالاحتمال 


© قاونلاحتمال 









كثيراً ما نسمع أو نقرأ في أيامنا هذه عبارات كلل 7 1ل ا 
المطر في دمشق غدا 8090 أو إن احتمال نجاح العمليّة الجراحيّة هو 
050 

انشغل الإنسان منذ القِدم بتوقع أحداث تقع في المستقبل» أو بتعبير آخر 
بتقدير احتمال وقوع حدث ما في المستقبل وذلك دون أن ترقى هذه 
الاهتمامات إلى ظهور علم يدرسها. 


لقد بدأ الاهتمام بالاحتمال من قبل الرياضيّين في 
القرن السابع عشر لدراسة يعض ألما 0 20 ا 
النتائج الأكثر احتمالاً في الخبرر ف 21 0 00 0000 





ازدادت تطبيقات علم الاحتمال كثيراً في عصرنا الراهن فمن 
الأرصاد الجويّة إلى علم الوراثة والصيدلة» إلى حسابات الربح 
والحخسارة في المشاريع الاقتصادية. 


في هذا الفصل نقتم مبادئ أولية يتلل كك ل 0 ا 








مبادئق الاحتمالات 


© مترمة 


عندما نترك كرة معدنيّة تسقط بتأثير الجاذبيّة الأرضيّة» فإننا نستطيع معرفة المكان الذي ستكون 
فيه هذه الكرة بعد ثانيتين ونصفء مثلا. كما يمكننا تحديد اتجاهها وسرعتها في تلك اللحظة. كذلك: 
يمكننا معرفة نتائج الكثير من التجارب الفيزيائيّة والكيميائيّة معرفة مسبقة؛ إذا كنا على علم بجميع 
عناصر التجربة. نسمّي هذا النوع من التجارب تجارب أكيدة النتائج. 

ولكن عندما نلقي عفويًا قطعة نقود على الطاولة» لا يمكننا مسبقاً تحديد )0 
الوجه الذي سيظهر عند استقرار قطعة النقودء وكذلك الأمر عندما نلقي نرداء أو ص 
عندما يدور دولاب الحظ. في جميع هذه التجارب لا نستطيع مسبقاً معرفة النتيجة 4 





لذلك نسمّي هذه التجارب تجارب عشوائيّة. يهتمّ علم الاحتمالات بدراسة هذه ارا 
التجارب من حيث حصر النتائج الممكنة وأيّها أكثر حظأ بالحدوث. 


إمفل نردٌ عادي متوازن 


لنتأمّل تجربة إلقاء حجر نرد رباعي وجوه متوازن» وجوهه مرقمة من 
1 إلى 4 (ل4ء 4كء 4ء 4). ولنفترض أنه لا يستقر إلا على أحد 
وجوفةه. نيح القدوية فى الرجة اليفك للار عند ايتدر اره: 

© ما هي النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ 

© هل يمكن معرفة حظوظ كل وجه بالظهور ؟ 


© إن مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة هي : (11,2,3,4» نسمّي كل نتيجة من هذه النتائج نتيجة 
بسيطة ويسمى الحصول على أي منها حدثاً بسيطاً لهذه التجربة التي تَسمّى بدورها تجربة عشوائيّة 
(لأنه لا يمكن معرفة نتيجتها قبل انجاز التجربة ). 

© لمّا كان النرد متوازناء أمكنناء بغياب أيّ عوامل مؤثرة: افتراض أنّ للوجوه المختلفة حظوظا 
متساوية في الظهورء وباعتبار أن هناك أربع نتائج ممكنة» فيمكننا القول إِنّ هناك فرصة واحدة من 
أربع لكي نحصل على الوجه "1"؛ وفرصة واحدة من أربع للحصول على الوجه "2"؛ وهكذا ... 


نستطيع التعبير عن ذلك بالقول إن احتمال الحدث 17 هو ”ء واحتمال الحدث (2) هو 7 وهكذا... 








- 











إمفال نرذ غير متوازد 


لنتأمّل تجربة إلقاء نرد رباعي وجوه وجوهه مرقمة من 1 إلى 4» ولكنه غير متوازن حيث ثقلنا 
بعض رؤوسه لنزيد من فرص وقوعه على بعض الوجوه. 

© ما النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ 

© هل يمكن توقع فرص الحصول على أحد الأرقام في هذه التجربة ؟ 


0 إن مجموعة النتائ الممكنة لهذه التجربة هي : 112,3,4 
© لما كان النرد غير متوازن توازناً تامآء فلا يمكننا توقع فرص الحصول على كل نتيجة ممكنة. 
ولكن لنفترض أننا اختبرنا هذا النرد بإلقائه 5000 مرّة» فكانت النتائج كما في الجدول الآتي : 








1 بم 4985 | 1 بم 505 | 1 به 1010 | 3 بي 2990 
220 5000 | 10 22 5000 | 225 5000 | 5 22 5000 


ونظرا إلى العتد. الكبير الكحازربي» يمكننا افثر اطن. أننا كو 'أعدنا كافية إجراع الغدد نفسنة من. التجازب 
فإننا سنحصل على نتائج قريبة من هذه النتائج. 

بناءً على ذلك يمكن القول إِنّ هناك تقريباً فرصة واحدة من بين كل عشر فرص كي يقع النرد 
على الوجه (11» وفرصة واحدة من بين كل عشر فرص كي يقع النرد على (12» وفرصتان من بين 
كل عشر فرص كي يقع النرد على الوجه (43» وست فرص من بين كل عشر فرص كي يقع النرد 
على. 124 يعر الجدول الآتى عن .هذه النثيبة ؛ 





6 2 95 55 
10 10 10 10 





9 


- لو أجرينا تجربة مماثلة ولكن باستعمال نرد متوازن تماماء لحصلنا على نتائج متساوية في فرص 
حصولها أي حوالي 1250 مرة لكل نتيجة تقريبا. 

» في المثال الأوّلء استطعناء انطلاقاً من تساوي فرص وقوع النتائج المختلفة» تحديد احتمال كل 
واحدة منهاء أمّا في المثال الثاني فوحده الجدول الإحصائي أعطانا فكرة عن احتمال حدوث كل 
نتيجة من نتائج التجربة. وهذا فارق أساسيّ بين التجارب العشوائيّة المختلفة. 





- 





4 1 لاحظ أنه في المثالين السابقين كان لدينا الخاصّتان التاليتان : 
- احتمال أي نتيجة هو عددٌ بين الصفر والواحد. 
مجموع احتمالات النتائج كافة يساوي 1 : 


1 


1 





1 1 
لل د 
4 4 

آ 


ل 
4 
1ك 
5 


4 
ف 
5 0 10 


شك التجرية العشوائية. الأحداث البسيطة: فهضاء العينة. 


© تعريفم 


التجربة العشوائيّة هي تجربة تفضي إلى واحدة من النتائج دون أن نستطيع تحديد حدوث أي 
منها مسبقا. تسمّى النتائج الممكنة في هذه التجربة أحداثا بسيطة. وتسمى مجموعة هذه النتائج 
فضاء العينة. 





5 من المهمّ قبل البدء بأيّ تمرين احتمالات أن نفهم التجربة العشوائيّة» ونتائجها الممكنة. 


سنعرض فيما يلي ثلاثة أمثلة مهمّة لتساعدنا في إيضاح أفكار هذا الدرس. 





00 في تجربة إلقاء حجر نرد رباعي الوجوه مرقم من 1 الح 4» نهتم برقم الوجه السفلي. فتكون 
مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة : 14321 

© في تجربة إلقاء حجري نرد رباعيّي الوجوه متمائلين مرقمين من 1 إلى 4. نهتم برقمي الوجهين 
السفليّين. فتكون مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة : 


(4 عت 4 ), (4 عة 3(,)3 ع 3 ),(4 عة 2 ),(3 عت 2 ),(2 عه 2 ),[4 عة 3(,)1 عه 2[,)1 عة 1[,)1 ع8 1)1. 


3 في تجربة إلقاء حجر نرد رباعي الوجوه مرقم من 1 إلى 4 مرتين متتاليتين. نهتم بمجموع 
القمين الناتجين. فتكون مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة : (18,7,6,5,4,3,2. 


- 








دح الحدث في تجربة عشوائية 





لنعُد إلى تجربة رمي حجري نرد رباعيّيْ الوجوه؛ متمائلين حيث نهتم برقميّ الوجهين السفليّين. 
قد نهتمٌ بنتائج غير النتائج البسيطة. كأن نسأل : متى نحصل على رقمين فرديّين ؟ 
يقع هذا الحدث أي نحصل على رقمين فرديين عندما نحصل على إحدى النتائج البسيطة : 
([1421) أو (14*3) أو (3 2 3). في مثل هذه الحالة نقول إنّ المجموعة 
((3 ع6 3(,)3 عه 121[,)1)! 


هي حدث هو ”الحصول على رقمين فرديين“. ويُمكننا بأسلوب ممائل» تعريف أحداث أخرى مثل : 
7الحصول على رقمين زوجيّين“ أو ”الحصول على رقمين متساويين“ وهكذا ... 
المي حة 
!441 برقعنة اير 1112229 
تقابل الحدث : ” الحصول على رقمين متساويين “. والمجموعة 
((2 2),زه» 1)] 
تقابل الحدث : ”الحصول على رقمين مجموعهما 4“. 


تقابل كل مجموعة جزئيّة من فضاء العيّنة حدثا يقع عندما يقع أيّ من أحداثه البسيطة. 





نسمّي حدثاً في تجربة عشوائيّة كل جزء (أو مجموعة جزئيّة) من فضاء العيّنة. 


في تجربة إلقاء حجر نرد رباعي الوجوه مرتين متتاليتين. نهتم بمجموع الرقمين الناتجين. عبّر عن 





الحل 





يُمكن التعبير عن الحدث ١‏ 16,7,8 - 4 بالجملة : ”الحصول على مجموع أكبر أو يساوي 6“. أما 
المجموعة المقابلة للحدث ”الحصول على رقمين مجموعهما فردي“ فهي : [13,5,7 - 8. 





- 





4 الخلاحمة 


لنتأمل تجربة عشوائيّة تعطي إحدى النتائج ,ه أو يه أو ... أو ,مء فيكون فضاء العينة 
المرافق كيذه القحرية هر المحب ده 0 0 - 2. 2 حرف يوناني يُقرأ أومغا). 
نسمّي كل مجموعة جزئية من © حدثا. ونسمي كل مجموعة جزئيّة مكوّنة من عنصر واحد 
(مثل (ره]) حدثا بسيطا. وكذلك نسمي الحدث المؤلف من جميع النتائج الممكنة للتجربة أي 
[ يه,....يه,ره! - © الحدث الأكيد. وأخيراً نسمّي الحدث المستحيل الحدث الذي لا يحتوي 
على أي نتيجة ويقابله المجموعة الخالية : (1 - © 


© في تجربة إلقاء حجر نرد مكعّب الشكل وجوهه مرقمة من 1 إلى 6. نهتمّ برقم الوجه الظاهر 
فى لاحل : 
© اكتب فضاء العبّنة. 
© عر بعيار ة نحنة عن كل من الأحداك الاق : 
ه 0,2,3 ه 1,3,5 
سه 12,4,6 ه 15,6 





اكنن يصييية وحور 3 2 21 ين نطباء المنة كذ ين لهات ززية : 

”الحصول على عدد أولي“. 

"" ”الحصول على عدد فردي“ . 

”الحصول على عدد يقبل القسمة على 2 أو3“. 

" ”الحصول على مربّع كاملل “. 

© عند إلقاء قطعة نقود متوازنة قد تظهر الكتابة التي نرمز إليها ”7 أو الشعار الذي نرمز إليه 

7 . في تجربة إلقاء قطعة نقود ثلاث مرات على التوالي» ب رحن بيد عن عدن ايبيل ني 
التجربة بكلمات كل منها مكوّن من ثلاثة حروف من بين 7 و7 . فمثلا. كت ْ 
النتيجة 777777 تعني أننا حصلنا على الوجه 7 في الرميات الثلاث. ةا 
© اكتب فضاء العيّنة. الشعار 2.7 الكتابة'7 





© اكتب بصبعة مجموعة جز تمن .فطباء. العنة كلأ مخ الكعدات. الانة + 
" ”الحصول على الكتابة '7 مرة واحدة فقط“ . 
”الحصول على الشعار 7 مرتين على الأقل“. 





- 





© قانون لحتمال 
شك احتمال حدث بميا 


في تجربة إلقاء حجر نرد رباعي الوجوه متوازن تماما مرقم من 1 إلى 4» نهتم برقم الوجه 
السفلي. فتكون مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة : (44,3,2,1. من البديهي» في هذه الحالة: 
القبول بمبدأ تساوي الفرص بمعنى أن لكل النتائج البسيطة الفرص نفسها في الحدوث وهي فرصة 
1 55 5 0 00 : : 1 1 
واحدة من أاربع. فنقول إن احتمال وقوع أي حدث بسيط في هذه الحالة يساوي 


أمّا في تجربة إلقاء حجري نرد رباعي الوجوه متمائلين ومتوازنين تماما مرقمين من 1 إلى 
4. حيث نهتمٌ برقميّ الوجهين السفليّين. فتكون مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة : 


[[4 عه 4 ),(4 عه 3(,)3 عه 4(,)3 عه 2 ),([3 عه 2(,)2 عه 2 ),(4 عه 3(,)1 عة 2(,)1 عة 1[,)1عه 1)! 


ولكن» بعكس المثال الأوّل» من غير المنطقي القبول بمبدأ تساوي الفرص هناء لأننا نرى بسهولة أنه 
لدينا فرصتين للحصول على النتيجة (14:2) مثلاء مقابل فرصة واحدة للحصول على النتيجة 
(14:1). فكيف نحسب فرص حدوث كل نتيجة من النتائج المختلفة ؟ لنضع نتائج الحجرين في جدول 
كما يأتي : 


57 
رهم | رددم اله 
لمّا كان كل عمود يقابل نتيجة من نتائج النرد الأوّل» نستطيع الأخذ بمبدأ تساوي فرص 
الحصول على أي عمود من الأعمدة. 
وكذلك؛ لمّا كان كل سطر يقابل نتيجة من نتائج حجر النرد الثاني» نستطيع الأخذ بمبدأ تساوي 
فرص الحصول على أي سطر من الأسطر. وهكذاء يمكننا القول إِنّ أيّ خانة من خانات الجدول لها 
الفرصة ذاتها في الحدوثء. أي فرصة واحدة من بين 16. ونستطيع بهذه الطريقة حساب احتمالات 


الأحداث البسيطة المختلفة» فنكتب : 











النتيجة (18421) تقابل خانة واحدة» فاحتمال الحصول عليها يساوي كء كذلك الأمر بالنسبة إلى كل 
من النتائج (522 2) و(3423) و(4824 4). أمّا النتيجة (1422) فتظهر في خانتين من الجدول. 
وراحتفان المحيون عييا يشارى - كذلك الأمر بالنسبة إلى كل من النتائج (3 46 1) و(4 46 1) 


و(2463) و(2*824) و(24 3). 


لنتأمّل تجربة عشوائيّة تعطي إحدى النتائج ,ه أو ره أو ... أو ,مء فيكون فضاء العينة 
الموافق لهذه التجربة هو المجموعة [ ,4,....يه,,0) - ©. يُمكن أن نقرن بكل نتيجة عددا 
يمل اكتما. الخصبول. على هذه. النقبحة. فتعراف بيذلك. ها سمي قاتون اكتمال. التجرية 
تعفر افك 
نرمز عادة بالرمز ,م إلى احتمال النتيجة ,»» ورم إلى احتمال ,ه» ...» و ,م إلى احتمال 
,. وإذا أردنا أن تكون الرموز أكثر تعبيراء فإننا نكتب 

كك 0 "الوسميووم 2 روه الوم كريما "ده 
لاحظنا في الأمثلة التي رأيناها أن هذه الأعداد محصورة بين الصفر والواحدء وأنّ مجموعها 
يساوي الواحد. 





م 





شح خاحة 
في تجربة عشوائية تعطي إحدى النتائج 0 أو 05 أو 00 أو 20 يعون احتمال كل نتيجة ((حدث 
بسيط) محصورا بين الصفر والواحد. أي تنتمي جميع الأعداد وقاوءددووق وبق إلى المحال. [10,1:. ومن 
جهة أخرى يكون لدينا : 

اك ال 00م 





- 








فمشلاً إذا غُدنا إلى تجربة إلقاء حجري نرد رباعيّي الوجوه متماثلين ومتوازنين تماما مرقمين من 1 
إلى 4. وجدنا أن 


ع - (4 4)م - (3قع 3)م - (2 )م - (1461)م 


- (4» 3)م - (4ع 0)م - زقع 0)م - (4ئ» )م - (3 )م - (462 )م 


لاحظ أن الأعداد السابقة جميعها محصورة بين الصفر والواحد وأنّ مجموعها يساوي الواحد : 





في تجربة إلقاء حجر نرد رباعي الوجوه متوازن تماما مرقم من 1 إلى 4 مرتين متتاليتين. نهتم 
بمجموع الرقمين الناتجين. ما هو قانون الاحتمال في هذه التجربة ؟ 





لنمثل نتائج هذه التجربة في جدول كما يأتي : 





وكا تقشنا بايقاء ليا كان كن تعره يقائل لشي من نشاف رمي لتر أل فرظ مضلى زرلفه 
بمبدأ تساوي فرص الحصول على أي عمود من الأعمدة. 

وكذلك ل كان كن بطر قال نتيجة ين نات رع الر فى المرية الخانيت هده ميتيلة عا 
حصلنا عليه في المرة الأولى» نستطيع الأخذ بمبدأ تساوي فرص الحصول على أي سطر من 


فرصة واحدة من بين 16. ونستطيع بهذه الطريقة حساب احتمالات الأحداث البسيطة المختلفة» فنكتب 
ما يأتى : 





0 





ف ترون الشسية ا بكانة رحد حكن الحصيول طب يشر ك.. وكذلك ادك بالشية إلى 
النتيجة 8. 


* توافق النتيجة 3 خانتين فاحتمال الحصول عليها يساوي 2 - -. وكذلك الأمر بالنسبة إلى 


النتيجة 7. 


8 رفن الشحة 1 تت كات تحمل الحصرن., عيبا يسارى . وكذلك الأمر بالنسبة إلى 


النتيجة 6. 


8 عار شحة ة إن خانات عضا الحسيرن عيب يمري الى 


وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي : 


كام :|:| ه[|ة :]517 





1 | 1 ]| 3 |1 ]| 3 |1 | 1 
ا لمَجدِ ا 0 1 | 1 | اك | 1 | ار | ل | للك 


إن الحالة التي تكون فيها احتمالات النتائج الممكنة لتجربة متساوية شائعة جدّاء وفي هذه الحالة 
يصبح قانون الاحتمال بسيطأ للغاية» لذلك يجدر بنا تمييز هذه الحالات عند وجودهاء ومنه التعريف 


0 


ا 


تعر يونم 





في تجربة عشواتيّة» إذا كان للنتائج الممكنة المختلفة كلّها الاحتمال ذاته» قلنا إن التجربة 
مشباوية الأحفال. و إذا كان هو عدن نقائج. التجرية كان. احتيال كن نتيحة مساويا حم 


ذلك لأنّ مجموع هذه الاحتمالات يجب أن يساوي الواحد. 





© في إحدى السنوات الميلاديّة غير الكبيسة» سحبنا عشوائيّاً ورقة من 
التقويم» ما احتمال أن تكون تلك الورقة ورقة يوم 25 تشرين الأول ؟ 





© يوفر أحد المطاعم ثلاثة خيارات للصحن الرئيسي من الوجبة وخيارين للحلوى. أخذ أحد 
الزبائن المترددين عشوائيا صحناً رئيسياً ونوعاً من الحلوى. وضّح قانون احتمال هذه التجربة 
العشوائثة. 





- 











© لما كان لجميع أوراق التقويم الاحتمال نفسه في الظهورء فإنَ التجربة هنا متساوية الاحتمال» 


5 :عم د 5 1 5 1 
واحتمال كل نتيجة (بما فيها ورقة يوم 5 تشرين الأول ) يساوي 00 


© لنمثل نتائج التجربة في جدول كما يأتي : 


06 02 | ©2921 


إن الحصول على أيّ عمود له الاحتمال ذاته. كذلك بالنسبة لكل سطر. يمكنناء إذن» القول إنّ الاحتمال 


المقابل لكل خانة (كل خانة تمثل نتيجة من نتائج التجربة) هو -. 





مح قأنون احتمال تجربة حشوائية غير حتساوية الاحتمال 





فى خندرق تانت: كرات مرداء اللون رراحدة بيضاء وكلبا يتياة البلس , سح جقوانيا 
كرتين على التوالي دون إعادة» ونسجّل زوج الألوان مع أخذ الترتيب في الحسبان. عيّن فضاء 
العيدة وناتون | حال ليده الشيرية العف اده 





إذا رمزنا إلى الكرة السوداء بالرمز 5» وإلى الكرة البيضاء بالرمز 47:» استطعنا تحديد النتائج 
الممكنة لهذه التجربة بسهولة فهي (45 7) و(ساعك 5) و(20425). وبالتالي يكون فضاء العيّنة لهذه التجربة 
| (معوس) , (سعد 6) , (0420) 1 ح (؟ 


من الواضح أن هذه التجربة غير متساوية الاحتمال لأنّ احتمال (0425) أكبر من احتمال (ساعةة) . ولكن 


للاستفادة من الحالات متساوية الاحتمال» سنرقم الكرات السوداء من 1 إلى 3. وسنعمد إلى تمثيل 
التجربة المفترضة بمخطط شجري كما يأتي : 





- 


السحب الأول 





النتائج (6رضه) (طرسه) (6,ضه) (سدرط) (طرط) (طرط) (طرط) (سعرط) (5رط) (طرط) (طرط) (سدرط) 


يمكننا هذا المخطط.من .حساب احتمال. كل حدك سيظ: حيت كقبل وميد :تساوي الفرصن بالفسية لكل 
فرع من فروع الشجرة» ونلخص النتائج على النحو الآتي : 


تظلهر. التفيحة 810 سبك مر“اث» فاحتفاق.وقرع الحدت: البسيط .1 [6,10) 1 يساوي ِ- - 
وتظهر النتيجة (ه,5) ثلاث مراتء فاحتمال وقوع الحدث البسيط ((5,10)) يساوي ِ- 0 
وتظهر النتيجة (5,ه) ثلاث مراتء فاحتمال وقوع الحدث البسيط ((0,5:)) يساوي ِ- 


وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي : 


1 1 


1 
5220052 
4 4 92 0 





دك احتمال وقوع حدث وى الحالة العامة 


وجدنا في تجربة إلقاء حجر نرد رباعي الوجوه متوازن تماماً مرقم من 1 إلى 4» أنّ مجموعة النتائج 
الممكنة لهذه التجربة هي (4,3,2,1) - ©2. ورأينا أن احتمال وقوع أي من الأحداث البسيطة يساوي 
1 

3 4 


د - (4)م - (8)ط - (0)م - (ل)ط.. 


لنتأمّل الآن الحدث التالي ”الحصول على عدد زوجي“ الموافق للمجموعة الجزئيّة 12,41 من © ما 
احتمال وقوع هذا الحدث ؟ 


1 0 . 1 1 5 ا 5 2 :. . 1 


احتمالي وقوع الحدثين البسيطين (2) و(4) أي : (5)4 + (2)ص ح (2)12,41. 





- 








وكذلك رأينا في تجربة إلقاء حجري نرد رباعي الوجوه متوازنين تماما ومتمائلين مرقمين من 

1 إلى 4. أنّ مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة هي: 

((4 عه 4) ,4 عة 3(,)3 عة 3) ,4 عة 3(,)2 عة 2) ,(2 عة 2) ,(4 عة 1) ,(3 عد 2()1 عة 1) ,(1 عه 1)! ح »١‏ 
لنتأمّل الحدث ”الحصول على رقمين متساويين “ الموافق للمجموعة الجزئية 

((4 عة 3(,)4 عة 2(,)3 عه 1(,)2 عة 1) ! 

و تاتحظ 1 نينا الحقت ريه ارسن للوقوع نافيل كك تاحتمالن وارعه يساوي وهذا 
يساوي تحديداً مجموع احتمالات وقوع الأحداث البسيطة ((41 ))1 و22 #6 2)) و ((3 6 3)) 
و ((4 2 4)] أي : 

(4 عة 4)ط + (3 عة 2)3 + (2 عق 2)2 + (1 عة 1) ع ( ١‏ (4 عة 4) ,(3 عه 2(,)3 عة 1(,)2 عه 1)1) م 
ما إذا نظرنا إلى الحدث ”مجموع الرقمين يساوي 4“. الموافق للمجموعة الجزئيّة 
((2 #6 3(,)2 6 1)1» فاحتمال وقوعه يساوي 


3 - لي - (دع م)م + زد )م - (إ(د ه,زة ممم ))م. 


4 خاكة أساسة 


في تجربة عشوائيّة» احتمال وقوع حدث (غير الحدث المستحيل) يساوي مجموع احتمالات وقوع كل 
الأحداث البسيطة التي يتألف منها. أمّا الحدث المستحيل © فاحتمال وقوعه يساوي 0. 





لنتأمّل في تجربة إلقاء حجري نرد رباعي الوجوه متوازنين تماما ومتماثلين مرقمين من 1 إلى 4. 
الحدث ” الحصول على رقمين متساويين أو مجموعهما 4“. الموافق للمجموعة الجزئيّة 
!(523 4,1 عة 3(,)4 عة 2(,)3 عة 1(,)2 عه 1)! ح 4ل 


إنّ احتمال وقوع هذا الحدث يساوي 


(3ة1)ص + ([4عة 4)م + رز3عة 3)ص + (2عه 2)2 + (1ع 7)1 ع (م)م 
6 2 ,1 1 1 ,1 
بح بي ب يت وت بك 
16 16 16 16 16 16 


ونلاحظ أن الحدث 4 هو اجتماع الحدثين : ”الحصول على رقمين متساويين“ و”مجموع الرقمين 


5 5 6 5 . : 4 5 
يساوي 44 و لكث احتمال وقوعه 16 لا يساوي مجموع احتمالي وقوع هذين الحدثين : لتكت 3 لنت لتكت 4 





- 





في تجربة إلقاء حجر نرد رباعي الوجوه متوازن تماما مرقم من 1 إلى 4 مرتين متتاليتين» حيث 
نهتمّ بمجموع الرقمين الناتجين. رأينا أنّ فضاء العيّنة هو (18,7,6,5,4,3,2 - ©2. وأنّ قانون 
الاحتمال يعطى بالجدول الأتي : 


8512|] |||: اهم‎ ١ 





1 | 1 ]| 3 ]|1 )| 3 1 | 1 
لل 1|]|)141141||اظط | د | 1 00ل | 1 | ك2 


احتمال وقوع الحدث (13,5,7 - 5, يساوي 


1 1 1 كا 
ل ل ال ا 
أمّا احتمال وقوع الحدث (16,7,8 - 7 فيساوي 
1[ 1 
الا 0" 
8 16 8 16 


١‏ الج وه 7 0 وه 
' ا ووه . 1 : 4 1 
١‏ 544 


في تجربة عشوائية متساوية الاحتمال» احتمال وفوع حدث 4 هو خارج قسمة عدد عناصر الحدث 
على عدد عناصر فضاء العيّنة © أي : 
عدد عناصر كل 


ش ح )م 
عدد عناصر () 


كن ا عند عاسين 11 كن عقن إن عدت مط الت كارن و( كن ار هد لهات 
7 
م 1 1 1[ 1 
7 7 7 


7 7 


الى ل سس 


مرة 





نسحب ورقة من تقويم ميلادي لسنة غير كبيسة. ما احتمال أن تكون الورقة ليوم من شهر شباط ؟ 


الحل 





إن التجربة متساوية الاحتمال» وبالتالي يكون احتمال الحدث ”الورقة المسحوبة من أوراق شباط» 


اد 5 ا ان ع 8 8ك 
يساوي عدد أيّام شهر شباط مقسوما على عدد ايام السنة أي 00-0 





- 








ليه غريدات مسائل 





3 في حالة قطعة نقودء. نرمز إلى الكتابة بالرمز 77 وإلى الشعار بالرمز 7. نتأمّل تجربة إلقاء 
قطعة نقود متوازنة مرتين متتاليتين. أيّ المقادير التالية يساوي احتمال ظهور الكتابة مرتين: 


1 1 1 
>4 0 © 0 © ٍ. اث 





5-7 يحوي صندوق ثلاث كرات متمائلة الملمسء» اثتنتان سوداوان وواحدة بيبضاعء» نسحب كعرتين 
على التتالي مع إعادة الأولى قبل سحب الثانية. أي الأعداد التالية يساوي احتمال سحب كرتين 


سوداوين ؟( 


© -. هم 2. وم 2. © 1. 
9 9 6 





التتالي دون إعادة الكرة الأولى. أي الأعداد التالية يساوي احتمال سحب كرتين سوداوين ؟ 


0" مه 35. وم 21. © 11. 
9 9 6 


اسل ابعث سا © 








6 الصندوق والكرات (1) 


في صندوق كرة بيضاء تحمل الرقم 1» وكرتان زرقاوان تحمل إحداهما الرقم 2 وتحمل الثانية 
الرقم 3» وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 4 وتحمل الثانية الرقم 5. نسحب عشوائيّا كرة 
2 عبرو رار إى رننيا. 

© عدن تطباغ العنة ...و قانوق' الاحتمان لهذه الكحرية العقيو ا 

© ما احتمال الحصول على رقم فرديّ ؟ 





6 





9# غر اخل 
© 4# فهم السؤال. المطلوب هو تحديد النتائج الممكنة لهذه التجربة العشوائيّة وتحديد احتمال حدوث 
كل و اهدة متها 
4 بحا عن طريق. 
» إن نتيجة التجربة هي أحد الأرقام المسجلة على الكرات. 
لاحظ أن الألوان ليست ذات أهميّة في التجربة. 
هل التجربة متساوية الاحتمال ؟ 
كر منغ لحل بلغةٍ سليمة. 
© 4 فهم السؤال. إن المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث ” الحصول على رقم فردي “. لذلك 
علينا تعيين مجموعة النتائج الموافقة لهذا الحدث. 
إ بحناً عن طريق. 
: ما هي الأعداد الفرديّة بين 1 و5 ؟ 
استفد من كون التجربة متساوية الاحتمال» واحسب احتمال الحدث المطلوب. 


© الصندوق والكرات (2) 
في صندوق كرة بيضاء تحمل الرقم 1». وكرتان زرقاوان تحمل إحداهما الرقم 2 وتحمل الثانية 
الرقم 3» وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 4 وتحمل الثانية الرقم 5. نسحب عشوائيّاً كرة 
من الصندوقء. وننظر إلى لونها. 
باح انبانة وقاررن سهان لين انحر د المت تست 
© ما احتمال الحصول على لون غير الأزرق ؟ 
99 غمر الحل 
© 4 فهم السؤال. إِنّ المطلوب هو تحديد النتائج الممكنة لهذه التجربة العشوائيّة وتحديد احتمال حدوث 
كل واحدة منها. 
بحناً عن طريق. 
- إن نتيجة التجربة هي أحد الألوان "أبيض”, "أزرق" و"أسود". 
لاحظ أن الأرقام ليست ذات أهميّة في التجربة. 
«- هل التجرية متسارية التحكتيال > 
كر منغ الحلَّ بلغة سليمة. 


- 











© 4 فهم السؤال. إِنّ المطلوب هو حساب احتمال الحدث ”الحصول على لون غير الأزرق “» لذلك 
علينا تعيين مجموعة النتائج الموافقة لهذا الحدث. 
بحناً عن طريق. ماهي الألوان الموافقة للحدث المطلوب؟ وما عدد الكرات من هذه الألوان ؟ 
أ أكمل الحل وضْغْهُ بلغةٍ سليمة. 





69 الصدمقماكرات (8) 


في صندوق كرة بيضاء تحمل الرقم 1» وكرتان زرقاوان تحمل إحداهما الرقم 2 وتحمل الثانية 
الراقع. 13+ وكرتان:سورداوان تحمل إحداهما الرقم. .4 وتحمل الذانية الوق نام سبحب عقوائنا كرة 
من الصندوق» 0 نعيدها إلى الصندوق» ونسحب عشوائيّاً كرة ثانية. نسجل رقمي الكرتين 
المسحويتين بالثر تيب. 
© عن فضباء العينة» وقانون التحتيال لهذه التحرية العثيوائنة, 
© ما احتمال الحدث 7 : ”الحصول على الرقم نفسه مرتين» ؟ 
© ما احتمال الحدث 7 : ”سحب الرقم 3 في المرحلة الثانية“ ؟ 
© ما احتمال الحدث 5 : ”الرقم الأول أكبر تماماً من الرقم الثاني“ ؟ 
5 نحو اخل 
0 4 فهم السؤال. إن المطلوب هو تحديد النتائج الممكنة لهذه التجربة العشوائيّة وتحديد احتمال حدوث 
كل احدة يت 
بحنا عن طريق. 
٠‏ مثل نتائج التجربة بمخطط شجري. وعبّر عن النتائج بثنائتات مثل (2,4) بحيث تكون 
الخانة الأولى للرقم الأول والثانية للرقم الثاني. 
لاحظ أن الألوان ليست ذات أهميّة في التجربة. 
د بهل القدر د تمتيارية الاتحتيال ؟ 
© 4 فهم السؤال. المطلوب هو حساب احتمال الحدث : ”الحصول على الرقم نفسه مرّتين “. 
بحناً عن طريق. ما هي النتائج البسيطة الموافقة لهذا الحدث ؟ وما عددها ؟ 
© النتائج الموافقة للحدث المطلوب هي نتائج من الشكل : [3....). ما عدد هذه النتائج ؟ أكمل 
حساب احتال الحدف العطاري: 
8 بأببلوية ممان لما سدق احدبب. احتمال. الحدث المطاويب: 


كر مغ الحلّ بلغةٍ سليمة. 





- 





3-78 الصندوق والكرات 4) 
في صندوق كرة بيضاء تحمل الرقم 1» وكرتان زرقاوان تحمل إحداهما الرقم 2 وتحمل الثانية 
الرقم 3» وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 4 وتحمل الثانية الرقم 5. نسحب عشوائياً كرة 
من الصندوقء ولا نعيدها إلى الصندوقء» ثمّ نسحب عشوائيّاً كرة ثانية. نسجّل رقميّ الكرتين 
المسحوبتين حسب الترتيب. 


2 تحباء ادق قار التحتهال ليذه التجر .ة الجترائدة, 

© ما احتمال الحدث 7 : ”الحصول على الرقم نفسه مرتين» ؟ 

© ما احتمال الحدث 7 : ”سحب الرقم 3 في المرحلة الثانية“ ؟ 
© ما احتمال الحدث 5 : ”الرقم الأول أكبر تمامأ من الرقم الثاني“ ؟ 


© سحب عشوائياً ورقة لعب (من لعبة ورق فيها 52 ورقة). 
© عيّن فضاء العيّنة» وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 
© ما احتمال سحب ورقة عليها رقم فردي ؟ 
© ما احتمال سحب صورة ؟ 


© تسبصب: عشوائناء ورقة لعب (من لعبة ورق فيها 52 ورقة)ء ثم سكي ررقة أخرى درن 
إعادة الأولى. 
سن نضاء العنة وقادرن التحهن لهذه التدرية المت اننا 
© ما احتمال سحب العشرتين الحمراوين ؟ 
© ما احتمال سحب عشرتين ؟ 


([إ© نلقي حجر نرد مكتب الشكل وجوهه مرقمة من 1 إلى 6 غير متوازن وهو مصنوع بحيث 
يكون احتمال ظهور أيّ وجه متناسبا مع رقمه. 
ما هو قصناء. العثنة ؟ هل التجرية متساوية الاحتمال ؟ 
© عيّن قانون الاحتمال لهذه التجربة. 





- 











11 في صندوق ثلاث كرات بيضاء مرقمة من 1 إلى 3» وأربع كرات حمراء مرقمة من 1 إلى 
4» وخمس كرات سوداء مرقمة من 1 إلى 5. نسحب عشوائيًا كرة من الصندوق. 
© ما احتمال سحب كرة حمراء ؟ 
ها احتمال سحب 5 قبها أكثر هاما عن 629 





([إ© لدى عائلة ثلاثة أطفال. نفترض أن هناك فرصاً متساوية لأنَ يكون الطفل صببياً أو بنتاً. 
.ما احتمال. أن يكوئ. الأطفال- الثلاثة صسيانا + 
© مها احتمال. أن يكون, لد العائلة صيتان وينتث ؟ 
8 ها احتمال. أن يكون. لدى العائلة بتت واحدة على الأقل © 
© ما احتمال أن يكون الطفل الثالث بنثا ؟ 
10 نلقي حجر نرد مكعب الشكل متوازن وجوهه مرقمة من 1 إلى 6 ثلاث مرات متتالية: 
ونسجل الأرقام الظاهرة. 
© ما احتمال الحصول على الرقم 6 في المرات الثلاث ؟ 
2 لحل التصون على ور 5" 
11 في صندوق 5 كرةٍ متماثلة الملمس ومرقمة من 1 إلى 15. نسحب عشوائيّاً كرة ثمّ نسحب 
كرة ثانية دون إعادة الأولى» ثمّ نسحب ثالثة دون إعادة الكرتين السابقتين. نسجّل الأعداد التي 
حصلنا عليها حسب ترتيب السحب. 
© ما احتمال الحصول على الثلاثيّة المرتبة (1,2,3) ؟ 
© ما احتمال الحصول على 1 و2 و 3 بأيّ ترتيب كان ؟ 











9 في إحدى مسابقات التوظيف؛ يتضمّن اختبار ثلاثة أسئلة كل منها مزوّد بأربعة إجابات مقترحة 
منها واحذة ضصحيحة فقط. إقرار أحد المتقامين. التجانة عنيوانكا عن الأسكلة القادثة. 
ع لحشن الحمول على نت جنات سحدد” 
© حا احتيل الحشون على ساس سسشحي شذزةه 

3 في إحدى مسابقات التوظيفء يتضمّن اختبار عشرة أسئلة كل منها مزوّد بأربعة إجابات 
مقاريكة مني و اكد محيدة نفظ: رار اكد المتكدي الكجاية عتر انب عن هديا أبئلة 
يا احنمالن الخصيرك على هبر اجرات عحكةة 
احل الحصول بالضيط على شبعة إجاياظ مبحيكة ] 








- 





5 نزل في أحد الفنادق, هائلة قوامها أب وأمٌ وتثلاثة أطفال؛ صبيّان والصغيرة ليلى. وضع 
صاحب الفندق بطاقات تعريفهم في سلة واحدة. وعندما رغب الأبوان مغادرة الفندق لجلب 
بعض اللوازم» أرسل الأب ابنته إلى صاحب الفندق كي تأتي ببطاقتيهما. وعندما طلبت ليلى من 
صاحب الفندق بطاقتين» مد الأخير يده إلى السلّة التي تحوي البطاقات الخمس وأعطاها عشوائتيًا 
© ما هو عدد النتائج المختلفة التي نحصل عليها عند سحب بطاقتين في آن معا من السلة ؟ 
© احسب احقيال كل من ارأحدات الآتية: ْ 

© الحدث 4 : ” تعود البطاقتان إلى الزوجين “. 

© الحدث 2 : ” تعود البطاقتان إلى الصبيين “. 

© الحدث )0 : ” تعود البطاقتان إلى شخصين من جنس واحد “. 

© الحدث «(7 : ” تعود البطاقتان إلى شخصين من جنسين مختلفين “. 

6 ترم رةه الهاتف استطلاع للرأي شمل 900 شخصاء حول أحد القوانين الصّادرة حديثاء 
فكانت النتيجة على النحو التالي : 





غير موافقين موافقون 


أ رجاد 
0 نساء 


© أكمل الجدول الآتي : 





أراد صحفي كتابة تقرير عن الموضوع فأخذ رقم هاتف أحد الأشخاص المستطلّعين واتصل به. 
© ما احتمال. أن يكو هذا الشبخصن ,مو افقا علي القانوة. © 

© ما احتمال أن يكون قد رفض الإجابة ؟ 

© ما احتمال أن يكون رجلاً موافقاً على القانون ؟ 


- 











17 أجرت شركة للاتصالات تحقيقاً إحصائيّاً في محافظة عدد سكانها 40000 نسمة» للوقوف 

على مدىئ ركنا السكان. عن خماتياء تنيت الندانظة إلى تانت مناطق 4 مركر المحانطلة 

والضواحي والريف. 

أظهر التحقيق المعلومات الآتية : 

يقطن 1090 من السكان في مركز المحافظة. 

© من أصل نسبة 6096 القاطنين في الضواحي هناك 6.2590 غير راضين عن الخدمات. 

ه في الريفء يبلغ عدد السكان الراضين عن الخدمات خمسة أضعاف عدد غير الراضين 
عنها. 

ه تبلغ النسبة المئويّة لغير الراضين في مجمل المحافظة 1096. 

© أكمل الجدول الآتي 





دان اأحخد يتن المحافظة 
8 ها احتمال: أن.يكون. هذا الشيخص. من سكان الر يت » 
8 ها احتعال أن يكون رايا عن بخنهات الشترعة ؟ 





